Fiche 4 + Suite Spé Maths

Fiche 4 +
Suites

Exercicel: Polynésie 5 mai 2022
Soit (uy) la suite définie par ug = 1 et pour tout entier naturel n

Unp,
14+ u,

Up+1 =

1. (a) Calculer les termes uy, uy et uz. On donnera les résultats sous forme de fractions
irréductibles.

(b) Recopier le script python ci-dessous et compléter les lignes 3 et 6 pour que liste(k)
prenne en paramétre un entier naturel k et renvoie la liste des premiéres valeurs de
la suite (u,) de ug & .

L. | def liste(k) :

2. L=

3. u—...

4. for i in range(0, k+1) :
5. L.append(u)

6. u-— ...

7. return(L)

2. On admet que, pour tout entier naturel n, u, est strictement positif.

Déterminer le sens de variation de la suite (u,,).
3. En déduire que la suite (u,) converge.
4. Déterminer la valeur de sa limite.

5. (a) Conjecturer une expression de u, en fonction de n.

(b) Démontrer par récurrence la conjecture précédente.

Exercice2: Polynésie 6 mai 2022

Au début de l'année 2021, une colonie d’oiseaux comptait 40 individus. L’observation
conduit a modéliser 1’évolution de la population par la suite (u,) définie pour tout entier
naturel n par :

Uo = 40
Upr1 = 0,008u, (200 — u,)
ou u,, désigne le nombre d’individus au début de 'année (2021 + n).

1. Donner une estimation, selon ce modéle, du nombre d’oiseaux dans la colonie au début
de 'année 2022.

On considére la fonction f définie sur l'intervalle [0; 100] par f(x) = 0,008z(200 — x).

2. Résoudre dans l'intervalle [0; 100] I'équation f(z) = .
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Démontrer que la fonction f est croissante sur Uintervalle [0; 100] et dresser son
tableau de variations.

En remarquant que, pour tout entier naturel n, wu,.1; = f (u,) démontrer par récur-
rence que, pour tout entier naturel n :

0 <ty < tpyy < 100

) En déduire que la suite (u,) est convergente.

Déterminer la limite ¢ de la suite (u,). Interpréter le résultat dans le contexte de
'exercice.

4. On considére 'algorithme suivant :

def seuil(p) :
n—0
u — 40
while u < p :
n —n+l
u = 0.008*u™(200-u)
return(n+2021)

L’exécution de seuil(100) ne renvoie aucune valeur. Expliquer pourquoi a laide de la
question 3.

Exercice 3: Amérique du Nord 18 mai 2021

Dans cet exercice, on considére la suite (7},) définie par :

1. (a)
(b)

(c)

Ty = 180 et, pour tout entier naturel n, 71,1 = 0,9557, + 0,9

Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, 7, > 20.

Vérifier que pour tout entier naturel n, 7,1 — T,, = —0,045 (7,, — 20). En déduire
le sens de variation de la suite (75,).

Conclure de ce qui précéde que la suite (7),) est convergente. Justifier.

2. Pour tout entier naturel n, on pose : u, =T, — 20.

(a
(b
(c

)
)
)
()

Montrer que la suite (u,,) est une suite géométrique dont on précisera la raison.
En déduire que pour tout entier naturel n, T, = 20 4+ 160 x 0, 955".
Calculer la limite de la suite (7},).

Résoudre l'inéquation T,, < 120 d’inconnue n entier naturel. ( Non faisable pour
Uinstant... )

3. Dans cette partie, on s’intéresse a 1’évolution de la température au centre d’un gateau
aprés sa sortie du four.

On considére qu’a la sortie du four, la température au centre du gateau est de 180° C et
celle de I'air ambiant de 20° C.

La loi de refroidissement de Newton permet de modéliser la température au centre du
gateau par la suite précédente (7),). Plus précisément, T, représente la température au
centre du gateau, exprimée en degré Celsius, n minutes aprés sa sortie du four.
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(a) Expliquer pourquoi la limite de la suite (7,,) déterminée a la question 2. c. était
prévisible dans le contexte de 1'exercice.

(b) On considére la fonction Python ci-dessous :

def temp(x) :
T =180
n=20
while T > x :
T-0.955*T+0.9
n=n+1
return n

Donner le résultat obtenu en. exécutant la commande temp(120).
Interpréter le résultat dans le contexte de I'exercice.

Exercice 4 :

Soit k£ un nombre réel.
On considére la suite (u,) définie par son premier terme ug et pour tout entier naturel n,

Upr1 = Kty (1 —uy) .

Les deux parties de cet exercice sont indépendantes.
On y étudie deux cas de figure selon les valeurs de £.

Partie 1

Dans cette partie, k = 1,9 et ug = 0, 1.
On a donc, pour tout entier naturel n, u, 1 = 1,9u, (1 — u,).

1. On consideére la fonction f définie sur [0; 1] par f(x) = 1,92(1 — x).

(a) Etudier les variations de f sur U'intervalle [0; 1].
(b) En déduire que si z € [0 ; 1] alors f(x) € [0; 1].

2. Ci-dessous sont représentés les premiers termes de la suite (u,) construits a partir de la
courbe Cy de la fonction f et de la droite D d’équation y = x.

Conjecturer le sens de variation de la suite (u,,) et sa limite éventuelle.
0.6 4
05 4
0.4 3

0.3 4

02 4
u = f(u) |——

o1
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3. (a) En utilisant les résultats de la question 1, démontrer par récurrence que pour tout

entier naturel n :

1
0<Un<un+1<§

(b) En déduire que la suite (u,) converge.

(c) Déterminer sa limite.

Partie 2

1
Dans cette partie, k = — et ug = —.

2

. 1
On a donc, pour tout entier naturel n, u, 1 = §un (1 —wuy,) et ug = T

1 n
On admet que pour tout entier naturel n : 0 < u,, < (—) .

1. Démontrer que la suite (u,) converge et déterminer sa limite.

4

2

2. On considére la fonction Python algo (p) ot p désigne un entier naturel non nul :

def algo(p)
u =1/4
n=20
while u > 10%*(-p):
u = 1/2xux(1 - u)
n = nt+l
return(n)

Expliquer pourquoi, pour tout entier naturel non nul p, la boucle while ne tourne pas
indéfiniment, ce qui permet a la commande algo (p) de renvoyer une valeur.
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Fiche 4+
Correction

Exercice1: Polynésie 5 mai 2022
Soit (u,) la suite définie par ug = 1 et pour tout entier naturel n

U,
1+u,

Unp4+1 =

1. (a) Calculer les termes uy, us et usz. On donnera les résultats sous forme de fractions
irréductibles.

Solution :

UO:1,U1:

(b) Recopier le script python ci-dessous et compléter les lignes 3 et 6 pour que liste(k)
prenne en parameétre un entier naturel k et renvoie la liste des premiéres valeurs de
la suite (u,) de ug & wuy.

def liste(k) :
L =1
u=...
for i in range(0, k+1) :
L.append(u)
u=...
return(L)

O Tt W

Solution :

def liste(k) :
L]
u-—1
for i in range(0, k+1) :
L.append(u)
u = u/(1+u)
return(L)

U G s 09 e =

2. On admet que, pour tout entier naturel n, u, est strictement positif.

Déterminer le sens de variation de la suite (u,,).

| Sl

Un4+1 — Up = — Un

Uy, Un (1 4 up)
1+ u, 1+ u,
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t . Avec —u? < 0et 1+u, >0, donc u,,; —u, < 0, la suite (u,) est donc décroissante.J

3. En déduire que la suite (u,) converge.

Solution :

On a une suite décroissante et minorée par 0. Donc d’aprés le théoréme de la conver-
gence monotone, la suite est convergente.

4. Déterminer la valeur de sa limite.

Solution :

On sait que la suite converge, notons ¢ sa limite. On a donc :
lim w, = lim wu,.; =/¢.

n——+oo n—-+00

un

Sachant que 'on a u,4; =
q +1 T a,

, donc par opérations sur les limites, et par unicité

de la limite, on a donc :

¢ =

+ ¢
& (140 =
& 2 =
& (= 0
On trouve donc ¢ = 0.

O N

5. (a) Conjecturer une expression de wu, en fonction de n.

Solution :
En reprenant la question 1. , on peut imaginer que la suite vérifie la relation :

1
Cn+1

Unp

(b) Démontrer par récurrence la conjecture précédente.

Solution :

Notons P, la proposition dépendant de n :

1
Pn 77un — byl
n+1

Montrons par récurrence que, pour tout entier n, P, est vraie :

e Initialisation : On a ug =1 et = 1. Donc Py est vraie.

140
e Hérédité : On suppose que la propriété est vraie pour un n > 0 fixé. Soit

Uy = Hypothése de récurrence ).
] ( Hyp )

On a donc :

sebjaumaths.free.fr page 6 Lycée Jean Rostand



Fiche 4 + Suite Spé Maths

Un,
1+ u,
1

Un+1 =

n+1

1
1+ 1
n
1

nitl—i-l

n+ 2 :
Donc on a bien P, est vraie.

e Conclusion : D’aprés le principe de la démonstration par récurrence, on
a donc pour tout entier n, P,, est vraie.

Exercice2: Polynésie 6 mai 2022

Au début de l'année 2021, une colonie d’oiseaux comptait 40 individus. L’observation
conduit & modéliser I'évolution de la population par la suite (u,) définie pour tout entier
naturel n par :

Ug = 40
Unt1 = 0,008u, (200 — u,)

ol u, désigne le nombre d’individus au début de 'année (2021 + n).

1. Donner une estimation, selon ce modéle, du nombre d’oiseaux dans la colonie au début
de 'année 2022.

Solution :
On cherche donc u; :
uy = 0, 0081&0 (200 — Uo)
= 0,008 x 40 (200 — 40) On peut donc estimer entre 51 et 52 oiseaux.
= 51,2

On considére la fonction f définie sur l'intervalle [0; 100] par f(x) = 0,008z(200 — x).

2. Résoudre dans l'intervalle [0; 100] 'équation f(z) = .

Solution :

f(z)=1
< 0,0082(200 — x) = x
< 0,0082(200 —z) —x =0
< x(1.6 —0.008x —1) =0
< =0 ou 0.6—0.008z=0
<~

0.6
xr = 0 ou x = m = 75
On trouve donc deux solutions : 0 et 75.

3. (a) Démontrer que la fonction f est croissante sur l'intervalle [0; 100] et dresser son
tableau de variations.
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Solution :

La fonction est dérivable sur [0; 100], comme fonction polyndmiale, et on a :
/() = 1.6 — 0.016

Il s’agit d’une fonction affine, avec un coefficient directeur négatif, dont 1’an-
nulateur est 100. La dérivée est donc positive sur [0; 100], donc la fonction est
bien croissante sur [0; 100], avec f(0) = 0 et f(100) = 80.

(b) En remarquant que, pour tout entier naturel n, u,.; = f (u,) démontrer par récur-
rence que, pour tout entier naturel n :

0 < thy < tUppy < 100

Solution :

Notons P, la proposition dépendant de n :
Pn 270 < Unp, < Un+1 < 100”

Montrons par récurrence que, pour tout entier n, P, est vraie :

e Initialisation : On a uy = 40 et u; = 51,2. On a donc bien
0 < up < up <100

Donc Py est vraie.

e Hérédité : On suppose que la propriété est vraie pour un n > 0 fixé. Soit
0 < up < uyp1 < 100 ( Hypothése de récurrence ).
On a donc, sachant que la fonction f est croissante sur [0; 100] :
f0) < f(un) < f(unta) < £(100)
= 0< Upsr1 < Upyo <80 <100
Donc on a bien P, est vraie.

e Conclusion : D’aprés le principe de la démonstration par récurrence, on
a donc pour tout entier n, P,, est vraie.

(c) En déduire que la suite (u,) est convergente.

Solution :

D’aprés I’encadrement de la question précédente, on a :

U, < Un+1
Donc la suite est croissante.
De plus elle est majorée par 100.
Donc d’aprés le théoréeme de convergence monotone, la suite est convergente.

(d) Déterminer la limite ¢ de la suite (u,). Interpréter le résultat dans le contexte de
'exercice.
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Solution :

On sait que la suite converge, notons ¢ sa limite. On a donc :

lim w, = lim wu,.; =/¢.
n—-+o0o n—-+0o

Sachant que 'on a u,+1 = f(u,), donc par opérations sur les limites, et par
unicité de la limite, on a donc :

‘= f0
Donc ¢ est une solution de Iéquation f(z) = x qui admet 0 et 75 comme
solution. Sachant que la suite est croissante avec uyg = 40, donc 0 ne peut étre
la limite, on trouve donc ¢ = 75.
On peut donc, suivant ce modéle, affirmer que le nombre d’oiseaux va ,au bout
de plusieurs années, se stabiliser a 75.

4. On consideére 'algorithme suivant :

def seuil(p) :
n=0
u — 40
while u < p:
n =n+1
u = 0.008*u*(200-u)
return(n-+2021)

L’exécution de seuil(100) ne renvoie aucune valeur. Expliquer pourquoi a 'aide de la
question 3.

Solution :
| La fonction boucle infiniment car la limite est 75, la suite ne dépassera jamais 100.

Exercice 3: Amérique du Nord 18 mai 2021

Dans cet exercice, on considére la suite (7},) définie par :

Th = 180 et, pour tout entier naturel n, 71,1 = 0,9557,, + 0,9

1. (a) Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, 7, > 20.

Solution :
Notons P, la proposition dépendant de n :

Pn . ”Tn > 207

Montrons par récurrence que, pour tout entier n, P, est vraie :

e Initialisation : On a T = 180 et 180 > 20. On a donc P, est vraie.

e Hérédité : On suppose que la propriété est vraie pour un n > 0 fixé. Soit
T, > 20 ( Hypothése de récurrence ).
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T, > 20
= 0,9557, > 19,1
= 0,9557, +0,9 > 20
= Tn+1 > 20
Donc on a bien P, est vraie.
e Conclusion : D’aprés le principe de la démonstration par récurrence, on
a donc pour tout entier n, P,, est vraie.

(b) Vérifier que pour tout entier naturel n, 7,1 — T,, = —0,045 (7}, — 20). En déduire
le sens de variation de la suite (7},).

Solution :
Tpir =T, = 0,955T, +0,9—T,
= —0,045T7, + 0,9
0,9
= —0,045 (T, — ——
’ ( 0, 045)

= —0,045 (T, — 20)
Sachant que 7T, > 20, donc 7T, — 20 > 0, donc T,,41 — T}, < 0. La suite (7,,) est
donc décroissante.

(c) Conclure de ce qui préceéde que la suite (7),) est convergente. Justifier.

Solution :

On a donc montré que la suite est décroissante et minorée par 20. Donc d’apreés
le théoréme de convergence monotone, la suite est convergente.

2. Pour tout entier naturel n, on pose : u,, =T, — 20.

(a) Montrer que la suite (u,) est une suite géométrique dont on précisera la raison.

Solution :
On a:
Unyr = Tng1 —20
= 0,9557,, 4+ 0,9 — 20
= 0,9557, — 19,1
= 0,955 <Tn — £>
0,955

= 0,955 (7, —20)
= 0,955u,

La suite est donc bien géométrique de raison 0,955 et de premier terme uy =

Ty — 20 = 160.

(b) En déduire que pour tout entier naturel n, T,, = 20 + 160 x 0, 955".

Solution :

La suite (u,) étant géométrique, on dispose de la formule, pour tout entier
naturel :
Uy = Uy X ¢ = 160 x 0,955"

De plus u,, =T, — 20 & T,, = u,, + 20.
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l . On a donc bien : T, = 20 + 160 x 0,955™ 7 J

(c) Calculer la limite de la suite (75,).

Solution :
On a —1 < 0,955 < 1, donc lim 0,955" = 0. Donc par opérations sur les

n—-+0o0o
limite, lim 7, = 20.
n—-+oo

(d) Résoudre I'inéquation 7,, < 120 d’inconnue n entier naturel. ( Non faisable pour
Uinstant... )

Solution :
T, < 120
& 204160 x 0,955 < 120
& 160 x 0,955™" < 100
& 0,955" < 0,625
& In(0,955") < In(0,625)
& nn(0,955) < In(0,625)
- . In(0,625)
"2 (0, 955)
& n > 10,2
Soit pour n > 11.

3. Dans cette partie, on s’intéresse a I’évolution de la température au centre d’un gateau
apreés sa sortie du four.

On considére qu’a la sortie du four, la température au centre du gateau est de 180° C et
celle de ’air ambiant de 20° C.

La loi de refroidissement de Newton permet de modéliser la température au centre du
gateau par la suite précédente (7),). Plus précisément, T, représente la température au
centre du gateau, exprimée en degré Celsius, n minutes aprés sa sortie du four.

(a) Expliquer pourquoi la limite de la suite (7,,) déterminée a la question 2. c. était
prévisible dans le contexte de I'exercice.

Solution :

Naturellement la température du gateau va tendre vers la température am-
biante...

(b) On considére la fonction Python ci-dessous :

def temp(x) :
T =180
n=20
while T > x :
T=0.955*T+0.9
n=n+1
return n
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Donner le résultat obtenu en. exécutant la commande temp(120).
Interpréter le résultat dans le contexte de I'exercice.

Solution :

La boucle va s’exécuter tant que la température est au dessus de 120. D’apres
la résolution de I'inéquation, la boucle s’arrétera a n = 11. Ce qui signifie qu’il

faudra attendre 11 minutes pour que le gateau est une température inférieur a
120 degré.

Exercice 4 :

Soit £ un nombre réel.

On considére la suite (u,) définie par son premier terme ug et pour tout entier naturel n,

Un41 = kun (1 - un) .

Les deux parties de cet exercice sont indépendantes.
On y étudie deux cas de figure selon les valeurs de k.

Partie 1

Dans cette partie, k = 1,9 et ug = 0, 1.
On a donc, pour tout entier naturel n, w,.; = 1,9u, (1 — u,).

1. On considére la fonction f définie sur [0; 1] par f(x) = 1,92(1 — x).

(a) Etudier les variations de f sur Iintervalle [0; 1].

Solution :

La fonction f est dérivable sur [0; 1] comme fonction polynomiale, et on a,
pour tout = de [0; 1] :

fl(x)=1,9—-3,8z

Il s’agit donc d’une fonction affine, de coefficient directeur négatif, dont I'an-

nulateur est —.

1
f'(z) + 0 -
0.475
f
0 0

(b) En déduire que si z € [0 ; 1] alors f(z) € [0 ; 1].
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Solution :

D’aprés le tableau de variation, la fonction admet donc 0 comme minimum et
0,475 comme maximum, on a donc bien si z € [0 ; 1] alors f(x) € [0 ; 1].

2. Ci-dessous sont représentés les premiers termes de la suite (u,) construits a partir de la
courbe Cy de la fonction f et de la droite D d’équation y = x.

Conjecturer le sens de variation de la suite (u,) et sa limite éventuelle.

06 -4

04 +

0.3 4

0z 4
uy = flug) |-—-

0.1

- Solution :

D’aprés la représentation graphique, la suite semble étre croissante, convergente vers
le point fixe.

3. (a) En utilisant les résultats de la question 1, démontrer par récurrence que pour tout
entier naturel n :

Solution :

Notons P, la proposition dépendant de n :
b 177
7Dn: 0<”n<“n+1<§
Montrons par récurrence que, pour tout entier n, P, est vraie :

e Initialisation : On a ug = 0.1 et u; = f(0.1) = 0.171. On a donc bien

Donc Py est vraie.
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e Hérédité : On suppose que la propriété est vraie pour un n > 0 fixé. Soit

1
0 < up < Upyp < 5 ( Hypothése de récurrence ).

On a donc, sachant que la fonction f est croissante sur {O; —} :

)

DN | —

F0) < fun) < funta) < S(

= 0< Upsg S Uppo <0475 <05
Donc on a bien P, est vraie.

e Conclusion : D’aprés le principe de la démonstration par récurrence, on
a donc pour tout entier n, P, est vraie.

(b) En déduire que la suite (u,) converge.

Solution :

D’aprés I’encadrement de la question précédente, on a :

Unp, < Un+1

Donc la suite est croissante.
De plus elle est majorée par 3

Donc d’aprés le théoréme de convergence monotone, la suite est convergente.

(c¢) Déterminer sa limite.

Solution :

On sait que la suite converge, notons ¢ sa limite. On a donc :

lim w, = lim wu,; =/
n—+4o0o n—-4o0

Sachant que 'on a u,+1 = f(u,), donc par opérations sur les limites, et par
unicité de la limite, on a donc :
¢ = f(o)
Donc /¢ est une solution de 'équation f(z) =z :
flz)=2z & 1,92(1—2)==x
< 2(09-192) =0
0.9

< =0 ou x=—

]9.9

< =0 ou le—

Sachant que la fonction est croissante et que ug = 0.1, la seule valeur possible

9
td —.
est donc -0

Partie 2

1 1
Dans cette partie, k = 3 et ug = 1
1

1
On a donc, pour tout entier naturel n, u, 1 = §u" (1 —wuy,) et ug = 1

1 n
On admet que pour tout entier naturel n : 0 < u,, < () .

1. Démontrer que la suite (u,) converge et déterminer sa limite.
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Solution :

1\" 1
On a lim (5) :Ocar§€]—1,1[.

n—-+4o0o

1 n
Donc d’apres le théoréme des gendarme, ( ayant 0 < w, < <§> ) on peut donc

dire que (u,,) converge vers 0.

2. On considére la fonction Python algo (p) ot p désigne un entier naturel non nul :

def algo(p)
u =1/4
n=20
while u > 10%*(-p):

u = 1/2*ux(1 - u)
n = nt+l
return(n)

Expliquer pourquoi, pour tout entier naturel non nul p, la boucle while ne tourne pas
indéfiniment, ce qui permet a la commande algo (p) de renvoyer une valeur.

Solution :

La boucle s’arréte que on aura u < 1077, or sachant que la limite de (u,,) est 0, pour
n’importe quelle valeur de p, il existe bien un rang N tel que u < 1077,
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