Fiche 2 + Suite Spé Maths

Fiche 2 +
Suites

Exercice 1: On considére la suite (u,,) définie pour tout n € N par :
Uy = 2
2u,

un+1 = 3un _'_ 2

1. Calculer les 5 premiers termes de la suite.

2. Démontrer par récurrence que ’on a, pour tout n € N :

Vn € N,u, >0

3. Montrer que l'on a, pour z > 0 :
2z 2 ] 2
3r+2 3 3z +2

4. Démontrer par récurrence que l'on a, pour tout n € N :

Vn e Nyu, <2

. Démontrer par récurren u n ur tout n :
5. Démontrer par récurrence que ’on a, pour tout n € N

Ug = 1
Un,
Up+1 =

2u, + 1

1. Démontrer par récurrence que ’'on a. pour tout n € N :
b)

Vn € N,u, >0

2. On définie sur I =]0; 1] la fonction f par :

Etudier les variations de la fonction f.

3. Démontrer par récurrence que ’on a, pour tout n € N :

vn € N,u, <1
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4. Calculer les 5 premiers termes de la suite.
5. Faire une conjecture sur l’expression du terme générale de la suite.

6. Démontrer cette conjecture.

Exercice 3: On considére la suite (u,) définie pour tout n € N par :

U0:3
Uptr1 = 5'U/n -8

1. Calculer les 5 premiers termes de la suite.

2. Démontrer par récurrence que 1’on a, pour tout n € N :

vn € N,u, >3

3. Démontrer par récurrence que 1’on a, pour tout n € N :

Vn € N,u, =5"+2
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Fiche 2+
Correction
Exercice 1: On considére la suite (u,) définie pour tout n € N par :
Uy = 2
2Uy,
Upi] =
i 3u, + 2
1. Calculer les 5 premiers termes de la suite.
- Solution :
2U0 2 X2 1 2uq 2u9 1
u0:27u1: = :—7u2: = 7U3: :—7
3ug + 2 3x 242 2 3uy + 2 7 3ug + 2 5
2163 2
Uy = = —.
YT 3uz+2 13

2. Démontrer par récurrence que 1’on a, pour tout n € N :

Vn € N,u, >0

Solution :

Notons P, la proposition dépendant de n :

Po "ty > 07

Montrons par récurrence que, pour tout entier n, P, est vraie :

e Initialisation : On a ug = 2 et 3 > 0. Donc P, est vraie.

e Hérédité : On suppose que la propriété est vraie pour un n > 0 fixé. Soit
u, > 0 ( Hypothése de récurrence ).

On a donc :

U, >0 = 2u,>0et 3u,+2>0
2u,, -0
3u, + 2

= Upt1 > 0
Donc on a bien P, est vraie.

e Conclusion : D’aprés le principe de la démonstration par récurrence, on a
donc pour tout entier n, P, est vraie.

3. Montrer que I'on a, pour z > 0 :

sebjaumaths.free.fr page 3

Lycée Jean Rostand




Fiche 2 + Suite Spé Maths
Solution :
Pour tout z > 0 :
2 2 (3x+2 2
3 3z4+2) 3\3z+2 3z+2
_ 2 3z
3 \3zx+2
_ 2x
T 3x 42

4. Démontrer par récurrence que l’on a, pour tout n € N :

Vn € Nyu, <2

Solution :
Notons P,, la proposition dépendant de n :

P, u, <27

Montrons par récurrence que, pour tout entier n, P, est vraie :

e Initialisation : On a uy = 2 et 2 < 2. Donc P, est vraie.

e Hérédité : On suppose que la propriété est vraie pour un n > 0 fixé. Soit
u, <2 ( Hypothése de récurrence ).

On a donc :
U, <2 = 3u, +2<8
N 1 >1
3u, +2 — 8
. 2 - 1
3u, +2 = 4
- 2 <3
3u, +2 — 4
- 2 | 2 <2><3
3 3u,+2) — 3 4
1
= un+1§§
= un+1§2

Donc on a bien P,,.; est vraie.

e Conclusion : D’aprés le principe de la démonstration par récurrence, on a
donc pour tout entier n, P,, est vraie.

5. Démontrer par récurrence que 1’on a, pour tout n € N :
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Solution :
Notons P, la proposition dépendant de n :

2
'Pn : ” n — 7
Y 3n+1

Montrons par récurrence que, pour tout entier n, P, est vraie :

2
e Initialisation : On a uyg = 2 et ———— = 2. Donc P, est vraie.
3x0+1

e Hérédité : On suppose que la propriété est vraie pour un n > 0 fixé. Soit

Uy = Hypothése de récurrence ).
3n+1 (Hyp )
On a donc :

22Uy,
3u, + 2

2 %
— 3271 +1 ( Hypothése de récurrence )
3 x +2
3n4 +1

Un41 ( par définition )

64230 +1)

3 4
n+2

3(n+1)+1
Donc on a bien P,,1; est vraie.

e Conclusion : D’aprés le principe de la démonstration par récurrence, on a
donc pour tout entier n, P, est vraie.

Exercice2: On considére la suite (u,) définie pour tout n € N par :

U():l

Up,
Upp] = —————
o, + 1

1. Démontrer par récurrence que 1’on a, pour tout n € N :

Vn € Nyu, >0

Solution :
Notons P,, la proposition dépendant de n :

L) 79
P, :"u, >0
Montrons par récurrence que, pour tout entier n, P, est vraie :

e Initialisation : On a ug =1 et 1 > 0. Donc Py est vraie.

e Hérédité : On suppose que la propriété est vraie pour un n > 0 fixé. Soit
u, > 0 ( Hypothése de récurrence ).
On a donc :
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U, >0 = wu,>0et 2u,+1>0
Unp,
—— >0
2u, +1
= Upt1 > 0
Donc on a bien P, est vraie.

e Conclusion : D’aprés le principe de la démonstration par récurrence, on a
donc pour tout entier n, P, est vraie.

2. On définie sur [ =]0; 1] la fonction f par :

Etudier les variations de la fonction f.

Solution :

La fonction f est dérivable sur I ( en tant que quotient de fonctions dérivables sur
I, dont le dénominateur ne s’annule pas ) , et on a :
Ix(2r+1)—2xz
f'(z) ;
. (2z+1)

(2z +1)2
On a donc f’(z) > 0 sur I. La fonction f est donc strictement croissante sur I.

. Démontrer par récurrence qu n ur tout n :
3. Démontrer par récurrence que ’on a, pour tout n € N

vn € N,u, <1

Solution :
Notons P, la proposition dépendant de n :

R 2
Pn:"u, <1
Montrons par récurrence que, pour tout entier n, P, est vraie :

e Initialisation : On a uyo =1 et 1 < 1. Donc P, est vraie.

e Hérédité : On suppose que la propriété est vraie pour un n > 0 fixé. Soit
u, <1 ( Hypothése de récurrence ).
On a donc, sachant que la fonction f est croissante :

Up <1 = f(un)gf(l)
1
= Upy1 < 3
= Up+1 <1
Donc on a bien P, est vraie.

e Conclusion : D’aprés le principe de la démonstration par récurrence, on a
donc pour tout entier n, P,, est vraie.

4. Calculer les 5 premiers termes de la suite.
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Solution :
o uy =1
Uo
.ulz =
2U0—|—1 3
1
2 1
.u2:2u:—1: ? :g
. 2% = +1
3
1
U9 g 1
.U3: = —
up+1 o L T
)
1
us ? 1
.’U4: oy = —
1
QU3+1 2X?+1 9

5. Faire une conjecture sur l'expression du terme générale de la suite.

Solution :
Il semble que les termes de la suite soient les inverses des nombres impairs. Soit :

1
-
2n+1
6. Démontrer cette conjecture.
Solution :
Notons P,, la proposition dépendant de n :
1
’Pn . b2 un — b
2n +1

Montrons par récurrence que, pour tout entier n, P, est vraie :

e Initialisation : On a u9 = 1 et ———— = 1. Donc P,, est vraie.
2x0+1

e Hérédité : On suppose que la propriété est vraie pour un n > 0 fixé. Soit

U, ( Hypothése de récurrence ).

- 2n+1
On a donc :
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Unt1 = #:_11 ( par définition )

— 2n1+ 1 ( Hypothése de récurrence )
2 % +1
21n Sl

2—|—12n+1

M+ 3
Y

2(n+1)+1
Donc on a bien P, est vraie.

e Conclusion : D’aprés le principe de la démonstration par récurrence, on a
donc pour tout entier n, P,, est vraie.

Exercice 3: On considére la suite (u,) définie pour tout n € N par :

Ug = 3
Up+1 = 5un -8

1. Calculer les 5 premiers termes de la suite.

Solution :
Ona:u0:3,u1 :5U0—8:7, U2 :5U1—8:27, u3:5u2—8: 127,
U4:5U3—8:627

2. Démontrer par récurrence que ’on a, pour tout n € N :

vn € N,u, >3

Solution :
Notons P,, la proposition dépendant de n :

.M 2
Pn:7up, >3
Montrons par récurrence que, pour tout entier n, P, est vraie :

e Initialisation : On a uy = 3 et 3 > 3. Donc P,, est vraie.

e Hérédité : On suppose que la propriété est vraie pour un n > 0 fixé. Soit
u, > 3 ( Hypothése de récurrence ).

On a donc :
Uy, >3 = du, > 15

= bu,—8>7
= Upg1 >3
Donc on a bien P, est vraie.

e Conclusion : D’aprés le principe de la démonstration par récurrence, on a
donc pour tout entier n, P,, est vraie.
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3. Démontrer par récurrence que ’on a, pour tout n € N :

Vn € Nyu, =5" +2

Solution :

Notons P, la proposition dépendant de n :
’Pn . 2 un — 571 _|_ 27’
Montrons par récurrence que, pour tout entier n, P, est vraie :

e Initialisation : On a ug = 3 et 5° + 2 = 3. Donc P, est vraie.

e Hérédité : On suppose que la propriété est vraie pour un n > 0 fixé. Soit
u, = 5" + 2 ( Hypothése de récurrence ).

On a donc :

Upy1 = Du, — 8 ( par définition )
= 5x (5" +2)—8 ( Hypothése de récurrence )
= 5" 4+10-38

5" 42

Donc on a bien P, est vraie.

e Conclusion : D’aprés le principe de la démonstration par récurrence, on a
donc pour tout entier n, P,, est vraie.
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