Fiche 12 Calcul intégrale Spé Maths

Fiche 12 bis
Calcul intégrale

Exercice 1: (Extrait bac Métropole juin 202/ )
Partie A : étude de la fonction f

La fonction f est définie sur I'intervalle |0 ; +oo[ par :

1
f(m):x—2+§lnx,

ot In désigne la fonction logarithme népérien. On admet que la fonction f est deux fois dérivable
sur |0 ; 4o0o[, on note f’ sa dérivée et f” sa dérivée seconde.

1. (a) Déterminer, en justifiant, les limites de f en 0 et en +oo.
(b) Montrer que pour tout z appartenant a |0 ; +oo[,ona: f'(z)= 2372;_ 1.
(c) Etudier le sens de variation de f sur |0 ; +ool.
(d) Etudier la convexité de f sur ]0 ; +ool.
2. (a) Montrer que 'équation f(z) = 0 admet dans |0 ; +oo[ une solution unique qu’on

notera « et justifier que o appartient a l'intervalle [1 ; 2].
(b) Déterminer le signe de f(z) pour x €]0 ; +o0|.
(c) Montrer que In(a) = 2(2 — «).

Partie B : étude de la fonction g
La fonction g est définie sur |0 ; 1] par :

7 1
g(x) = —§x2 +x— Z:L‘Q In .

On admet que la fonction ¢ est dérivable sur |0 ; 1] et on note ¢’ sa fonction dérivée.

1
1. Calculer ¢'(z) pour x €]0 ; 1] puis vérifier que ¢'(z) = = f <—)
T

1 1
2. (a) Justifier que pour x appartenant a U'intervalle ]O - [, ona f <—> > 0.
a x

(b) On admet le tableau de signes suivant :

1
T 0 — 1
«Q

signe de
1 _
1 ( _) + 0
x

En déduire le tableau de variations de g sur l'intervalle |0 ; 1]. Les images et les
limites ne sont pas demandées.
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Partie C : un calcul d’aire.

On a représenté sur le graphique ci-dessous :

e La courbe C,; de la fonction g;

7
e La parabole P d’équation y = —gxz + x sur l'intervalle |0 ; 1].

0.1t

O|— hmmmmmmm ===
O

On souhaite calculer I'aire A du domaine hachuré compris entre les courbes C, et P, et les
1
droites d’équations r = — et x = 1.

a
On rappelle que In(a) = 2(2 — a).

1. (a) Justifier la position relative des courbes C, et P sur I'intervalle |0 ; 1].

(b) Démontrer I'égalité :

1 3
/ 2?Inxdr = a 6o+ 13
1 93

2. En déduire I'expression en fonction de o de laire A.
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Fiche 12 bis
Correction extrait de 'APMEP

Exercice 1: (Extrait bac Métropole juin 202/ )
Partie A : étude de la fonction f

La fonction f est définie sur I'intervalle |0 ; +oo[ par :

1
f(:l?):.r—2+§1n:1:,

otl In désigne la fonction logarithme népérien. On admet que la fonction f est deux fois dérivable
sur |0 ; +oo[, on note [’ sa dérivée et f” sa dérivée seconde.

1. (a) Déterminer, en justifiant, les limites de f en 0 et en +oo.

Solution :

e Limite en 0 : On sait que lim x —2 = —2 et que lim Inx = —oo, donc par
z—0t z—0F
somme de limites lim f(z) = —ooc.
z—0t

e Limite en plus l'infini :

Ona lim = lim Inz = 400, d’oll par somme de limites :
T—r—+00 T—r—+00
. , 20+ 1
(b) Montrer que pour tout z appartenant a |0 ; +oc[,ona: f'(z)= T
x

Solution :

Sur 'intervalle de définition f est une somme de fonctions dérivables et sur cet

intervalle :

1 1 1 20 + 1
! =l+-x—-—=14+— = .
(@) +2 T +2x 2z

(c) Etudier le sens de variation de f sur ]0 ; +oo|.

Solution :
On a successivement : 0 <z = 0< 2z <2z + 1 et

2 1
s >1>0:donc f'(z) >1>0: f'(x) >0 donc f est
7

croissante sur |0 ; 4+o0o[ de moins U'infini & plus I'infini.

20+1>2x > 0=

(d) Etudier la convexité de f sur |0 ; 4ocl.

Solution :
f' est elle-méme dérivable sur |0 ; 400 et sur cet intervalle, en dérivant la

1
somme 1 + — on obtient :
2x

M) =0+ tx (—L) =L
f(x)—0+2><<$2)_ .

1
Or£>0:>x2>0:>2x2>0:>ﬁ>0etenﬁnf”(:n)<0.
X
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{ , Conclusion : la fonction f est concave sur |0 ; +o0] J

2. (a) Montrer que 'équation f(z) = 0 admet dans |0 ; +oo[ une solution unique qu’on

notera « et justifier que o appartient a l'intervalle [1 ; 2].

Solution :

Sur lintervalle |0 ; +ool, la fonction f est continue car dérivable sur cet inter-
valle et strictement croissante de moins & plus l'infini : d’aprés le théoréme des
valeurs intermédiaires, il existe un réel unique o €]0 ; +o0] tel que f(a) = 0.
Comme f(1)=1-2+0,5xInl=—1et
In2 In2 . .
f2)=2-2+ - =5 > 0, le méme théoréme appliqué a l'intervalle
[1; 2] montre que a € [1; 2].

(b) Déterminer le signe de f(x) pour x €]0 ; +ool.

Solution :

On a donc :

o f(z) <Osur|0; of;

e f(z)>0sur|a; +ool;
e f(a)=0.

(c) Montrer que In(a) = 2(2 — «).

Solution :

Le dernier résultat s’écrit :

1 1
oz—2+§lnoz:0 = §lno4:2—oz <~ lna=2(2-a)

Partie B : étude de la fonction g
La fonction g est définie sur |0 ; 1] par :

7 1
g(zr) = —§$2 +x— 1$2 Inzx.

On admet que la fonction g est dérivable sur |0 ; 1] et on note ¢’ sa fonction dérivée.

1
1. Calculer ¢'(z) pour z €]0 ; 1] puis vérifier que ¢'(z) = x f ()
T

Solution :

g est une somme de produits de fonctions dérivable sur |0; 1], elle est donc dérivable
sur cet intervalle et

7 1 1 7 1 1 8
g (z) =—-2x §x+1_1 <2xlnx—|—x2 X E) = —ch+1— ixlnx—xz = —Zx—|—
xlnx

1—1xlnx:1—2x—
2 2

2

1 1
Puisque z # 0, on peut factoriser x et ¢'(x) = x (— —2—1In x—).
73
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1 1 1
— <= x = —; en remarquant que X = — = InX :1n<
x X x

—Inz, on peut écrire :

g (r) = % (X — 2+ %mx), soit ¢'(z) = xf G)

Posons X =

-

1 1
2. (a) Justifier que pour x appartenant a l'intervalle ]O ;= [, ona f (—) > 0.
« x

Solution :

inverses de ces nombres positifs :

1 1 1
—<—:>f<—)>0.
(0] x Xz

On a vu dans la partie A que 0 < z < a = f(x) < 0, soit en prenant les

(b) On admet le tableau de signes suivant :

x 0
Signe de

ORI

En déduire le tableau de variations de g sur Uintervalle |0 ; 1]. Les images
limites ne sont pas demandées.

Q|+

et les

Solution :

que :

1
e ¢'(z) >0 sur }0 ; — [; g est croissante sur cet intervalle
o

/ 1 2 . .
e ¢(x) <Osur |—; 1|; g est décroissante sur cet intervalle
a

e ¢ (1) =0;g(2) est un maximum de g sur Dintervalle [0; 1].

D’apres le tableau de signes admis comme 0 < z < 1 on en déduit par produit
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Partie C : un calcul d’aire.
On a représenté sur le graphique ci-dessous :

e La courbe C, de la fonction g;

7
e La parabole P d’équation y = —ng + x sur l'intervalle |0 ; 1].

0.1

oY [T SR R -
T

On souhaite calculer I'aire A du domaine hachuré compris entre les courbes C, et P, et les
1
droites d’équations x = — et x = 1.

a
On rappelle que In(a) = 2(2 — «).

1. (a) Justifier la position relative des courbes C, et P sur I'intervalle |0 ; 1].

Solution :
On sait que sur l'intervalle [0; 1], Inz < 0 et comme z? > 0, on conclut que

1
—Za:Q Inz > 0.

7 7 1
Conclusion : sur intervalle |0; 1], —=2?+x < —=z%+z—~2%In z ce qui signifie
géométriquement que sur cet intervalle 'arc de la parabole est en dessous de la
représentation graphique de g.

(b) Démontrer 'égalité :

1 3
??Inxdr = a 6o+ 13
1 9a3

Solution :

Ne connaissant pas de primitive évidente de la fonction x — 22 In z, on effectue
une intégration par parties en posant

u(zr) = Inz w(z) =

V(@) = oa) =

[\
~
(@]
=
o BB =

1
Les fonctions u et v sont dérivables sur l'intervalle [— ; 1] et leurs dérivées
Q@

sont continues sur ce méme intervalle,
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1 23 142 3 2711
donc/ ?lnzdr = |=Inz| - —dr=|=—lnr— —
1 3 1 13 3 91
1 1 1 1 1 1 1
— —(—=mh--—|=——-—|—-lha-—-),
9 32 a  9ad 9 3a3 3
soit en remplacant In o par 2(2 — «),
1
1 1 1 1 4 2 1
hzdr=——-—-—|-44+2a—<- ) =—2 - =
ﬁx HEr= Ty 3a3( e 3) 0 308  3a2 " 93
-0’4+ 12—-6a+1 —o’®—6a+13
9a3 B 9a3 '

2. En déduire 'expression en fonction de a de 'aire A.

Solution :

L’aire de la partie hachurée est égale la différence des intégrales :

1ntegrale

1 1
= e = —— 2
A—/l < i lnaf;) dx 4/1 (1: lnx) dux,

soit d’aprés le calcul précédent :

1 —a®—6a+13 a+6a—13
_ _ = ~ 0.07.
A=y 903 3603 )

1 Yoo
A = / (——ZE —= = sz ln:v) dr — / (—§$2 —i—x) dz, soit par linéarité de
1
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