Fiche 11 Equation différentielle Spé Maths

Fiche 11 bis
Equation différentielle

Exercice 1: (Extrait bac Amérique du sud novembre 2024 )
PARTIE A

On considére I'équation différentielle
/ 1 —1z
(E): gy +Zy:206 v
d’inconnue y, fonction définie et dérivable sur l'intervalle [0 ; +o0].
1. Déterminer la valeur du réel a tel que la fonction g définie sur l'intervalle [0 ; 400 par

g(x) = axre 1% soit une solution particuliére de 1’équation différentielle (F).

2. On considére I'équation différentielle

1
(E,): y/_‘_zyzoa

d’inconnue y, fonction définie et dérivable sur Pintervalle [0 ; +ool.

Déterminer les solutions de I’équation différentielle (E).
3. En déduire les solutions de I'équation différentielle (£).

4. Déterminer la solution f de I’équation différentielle (E) telle que f(0) = 8.

PARTIE B
On considére la fonction f définie sur I'intervalle [0 ; +o00[ par
fx) = (202 + 8)e 1"
On admet que la fonction f est dérivable sur l'intervalle [0 ; +oo[ et on note f’ sa fonction

dérivée sur l'intervalle [0 ; 4o00]. De plus, on admet que lirf f(z)=0.
T—>+00

1. (a) Justifier que, pour tout réel = positif,
f'(x) = (18 — 5x)e 3°.

(b) En déduire le tableau de variations de la fonction f. On précisera la valeur exacte
du maximum de la fonction f sur l'intervalle [0 ; +o0].

2. Dans cette question on s’intéresse a I’équation f(z) = 8.

(a) Justifier que I’équation f(z) = 8 admet une unique solution, notée «, dans 'intervalle
[14; 15).
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(b) Recopier et compléter le tableau ci-dessous en faisant tourner étape par étape la
fonction solution _equation ci-contre, écrite en langage Python

a 14

b 15
b—a 1
m 14,5
Condition

f(m) > 8 FAUX

from math import exp
def f(x) :
return (20*x+8)*exp(-1/4*x)

def solution equation() :
a,b = 14,15
while b-a > 0.1 :
m = (a+b)/2
if f(m) > 8:
| a=m
else :
| b=m
return a,b

(¢) Quel est 'objectif de la fonction solution _equation dans le contexte de la question ?
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Fiche 11 Equation différentielle Spé Maths

Fiche 11 bis
Correction

Exercice 1: (Extrait bac Amérique du sud novembre 2024)
PARTIE A

On considére ’équation différentielle

1 1
(B): o+ qy =20,

d’inconnue y, fonction définie et dérivable sur Pintervalle [0 ; +ool.

1. Déterminer la valeur du réel a tel que la fonction g définie sur l'intervalle [0 ; 400 par
g(x) = aze™ 1" soit une solution particuliére de Péquation différentielle (E).

Solution :

On cherche a tel que

1 1
9() + q9(w) = 20e7 %

1 1
Avec ¢'(z) = a X e71% + az x (—L—le_i“") =a (1 - Zx) e 1®
Ce qui donne :

1 1 1
g'(z) + Zg(x) — 2071 & a (1 — Zx) ei% 4 L—laxe_%x — 20e™4"
~1 _1 Donc la fonc-
& age 47 = 20e”a”
< a=20

tion cherchée est g(z) = 20ze~1*

2. On consideére I'équation différentielle

1
(E,): y,—f—zyzoy

d’inconnue y, fonction définie et dérivable sur l'intervalle [0 ; +o0l.

Déterminer les solutions de 'équation différentielle (E”).

Solution :
On a '+1 =0 ’——1
Yy 4y— Yy = 4?J-

D’aprés le cours, les solutions de 1'équation (E’) sont les fonctions :

y(x) = Ce™3® ,C€R

3. En déduire les solutions de I'équation différentielle (£).
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Solution :
1
On cherche y telle que y/(x) + Zly(x) = 20e~ 4,

1
sachant que lon a ¢'(z) + Zg(m) — 20e4%, donc en faisant la différence des deux
lignes, on obtient :

1
(y=9)'+1(y—9)=0
Donc y — g est solution de 1’équation (E’), soit :

y = Ce™ 3% 4 20ze 4" ,CeR

4. Déterminer la solution f de I’équation différentielle (E) telle que f(0) = 8.

Solution :

On sait que f est solution de 1'équation différentielle (E) , donc on cherche C' tel
que :

Ce 10120 x0xe X0=8e(C =8

Donc la fonction f est définie par :

flz) = 8e™1% 4 20ze 1% = 42+ 593)6_%96

PARTIE B

On considére la fonction f définie sur 'intervalle [0 ; +oo[ par

fx) = (202 + 8)e~ 7"

On admet que la fonction f est dérivable sur I'intervalle [0 ; 400 et on note f” sa fonction
dérivée sur l'intervalle [0 ; 4+o00[. De plus, on admet que lim f(z) = 0.
T—+00

1. (a) Justifier que, pour tout réel = positif,

F(z) = (18 — 5a)e~ 3"

Solution :

La fonction f est la fonction trouvée & la fin de la partie A : elle est donc
dérivable et vérifie I'équation (E), soit

fl(z)+ if(:v) — 20e~i% donc

1 1 1 1 1
f(x) = 20e” 1" — TR A(bx + 2)e”1* = ¢71%(20 — bx — 2) = (18 — bx)e 1"

a=,

(b) En déduire le tableau de variations de la fonction f. On précisera la valeur exacte
du maximum de la fonction f sur Uintervalle [0 ; +ool.
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Solution :

? 3 o0
e"1” -
18 — 5z 0 —
f'(x) 0 -
N
/ \ 0

1
Avec f <€8) = 80e™10.

2. Dans cette question on s’intéresse a I’équation f(z) = 8.

(a) Justifier que I’équation f(z) = 8 admet une unique solution, notée «, dans 'intervalle

[14

; 15].

Solution :
On a f(14) = 288¢73% ~ 8,7 et f(15) = 300e 3™ ~ 7, 2.

Sur Iintervalle [14; 15], la fonction f est continue car dérivable sur [0 ; 400,
donc sur [14; 15] et elle est strictement décroissante sur [14; 15]; comme

8 € [f(15) ; f(14)], il existe d’aprés le corollaire du théoréme des valeurs
intermédiaires un réel unique « telle que f(«) = 8.

(b) Recopier et compléter le tableau ci-dessous en faisant tourner étape par étape la
fonction solution _equation ci-contre, écrite en langage Python

a 14

b 15
b—a 1
m 14,5
Condition

f(m) > 8 FAUX

from math import exp
def f(x) :
return (20*x+8)*exp(-1/4*x)

def solution _equation() :
ab = 14,15
while b-a > 0.1 :
m = (a+D)/2
if f(m) > 8 :
| a=m
else :
| b=m
return a,b

Solution :

On compléte le tableau ci-dessous en faisant tourner étape par étape la fonction
solution_equation écrite en langage Python
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p 14 14 1425 | 14,375 | 14,4375
b 15 14,5 145 145 14.5
b—a 1 0,5 025 | 0,125 | 0,0625
m 145 | 14,25 | 14,375 | 14,4375
Condition | o) ;v | VRAT | VRAI | VRAI
f(m)>8

(c) Quel est 'objectif de la fonction solution _equation dans le contexte de la question ?

~ Solution:

L’objectif de la fonction solution_equation est de déterminer, par dichotomie,

un encadrement d’amplitude 0,1 de la solution de I’équation f(x) = 8 dans
l'intervalle [14 ; 15].
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