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Chapitre XI Primitives et équations différentielles Spé Maths

Dans tout le chapitre, f désigne une fonction définie sur un intervalle I, et on note € sa
courbe représentative dans un repére orthonormé.

1 Primitives

1.1 Définition

Définition 1 :

Soit f une fonction définie sur /. On appelle primitive de f toutes fonctions dont la dérivée
est f:

F' est une primitive de f sur l'intervalle I, si et seulement si F' est dérivable sur [ et pour
tout x € I :

Exemple1:

)
Pour f(z) = 62 + 5z — 3, la fonction définie par F(z) = 223 + §x2 — 3z + T est une
primitive de f sur R, car on a F'(x) = f(x)...

Propriété1:

Pour une fonction f continue sur [, il existe une infinité de primitives toutes égales a une
constante additive pres :

Si F' et G sont deux primitives de f sur I, alors il existe un réel k tel que, pour tout x de
I:

Exemple 2:

5 2 O 1
Pour f(x) = 62%+5x—3, les fonctions F(z) = 2x3+§x2—3x+7 ,G(x) = 2x3+§x2—3m—5
,.... sont des primitives de f sur R
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1.2 Primitives de fonctions usuelles

Dy f(x) F(x)
R kelR kx
1
R T §x2
1
R z? §x3
1 1
R 2™ avec n € N* nt
n+1
. 1
R - In(x)
1 1
0.0 0 = _=
|—00,0[ ou 0, +o00[ . ;
=00, 0] ou 10, +o0| | ~ > 9 !
—00,0[ ou ool | — avec n
’ ’ o - (n — 1)z !
R e’ e’
R cos(x) sin(x)
R sin(x) — cos(z)

1.3 Opérations sur les primitives

1.3.1

Linéarité

Propriété 2:

Soit f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle I de R et k£ une constante réelle.

- Si F est une primitive de f sur I, alors k x F' est une primitive de k x f sur I.

- Si F' est une primitive de f sur I et G une primitive de g sur I alors F' + G est une
primitive de f + g sur I.

Exercice 1: Déterminer toutes les primitives des fonctions suivantes :

(-1-) fi(z) =222 =32 +10sur [; =R

3

2
(-2-) fo(x) = % — 53:2 +7maxsur [ =R
3 e
(-3-) f3(z) = N cos(x) sur I3 =R
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1.3.2 Composition
Pour une fonction u définie et dérivable sur une intervalle [ :
Fonction f de la forme Primitives de f avec kK € R Intervalle
u xu™ avecn € N lj;:ll +k I
o
" In(u) + k pour tout « € I ot u(x) >0
ul; avec n entier et n > 2 et TR pour tout x € I ot u(x) # 0
\7;—% 2/u+k pour tout x € I ot u(x) >0
u' x e e +k I
x +— ' (ax + b) avec a,b € R x> L xulax+0)+k I
u' X cos(u) sin(u) + k I
u' X sin(u) —cos(u) + k I

Exercice 2: Déterminer une primitive des fonctions suivantes :

(-1-) fi(x) =7z (2> +1) sur [, =R

(-2-) fa(w) = m

3x

(-3-) fs(x) = prrany

sur I3 =R

5 sur Iy =]1; 400

1.4 Primitive prenant une valeur en un point donné

- Propriété 3:

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle . Soit xy un réel de I et a un réel quelconque.
Il existe une unique fonction F, primitive de f sur I telle que F'(xg) = a.

Exercice 3: Soit la fonction f définie sur R par f(x) = 22
Déterminer la primitive F* de f sur R telle que F'(2) = 3.
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2 Equations différentielles

2.1 Vocabulaire

Soit f une fonction de variable réelle x et n fois dérivable sur un intervalle I ou une réunion
d’intervalles de R ol n est un entier naturel.

Définition 2 :
Une équation différentielle d’ordre n sur I est une relation entre la variable z, la fonction
f et ses fonctions dérivées f/, f”,..., f™.

Exemple 3 :

o f2(x) — f'(x) = 2° est une équation différentielle du ler ordre. (du premier ordre car f
est dérivée au mazimum une fois dans cette équation.)

o ["(x)+ 2f"(x) — cos(x) = 0 est une équation différentielle d’ordre 3. ( d’ordre 3 car f
est dérivée au mazimum 3 fois dans cette équation. On note en général f®(z) au lieu de

f"(x).)

Notation :
On écrit généralement une équation différentielle en remplacant f par y, f' par /', f” par y”

Les équations différentielles de 'exemple précédent s’écrivent donc : y? — ¢/ = 22 et
y®3) 4+ 29" — cos(x) = 0.

Définition 3 :

e Une fonction f définie et dérivable sur I qui vérifie une équation différentielle est dite
solution particuliére sur I de I’équation différentielle.

e Résoudre sur un intervalle I une équation différentielle, ¢’est trouver toutes les fonctions
solutions sur [ et faire apparaitre la forme générale des solutions.

Exercice4: Vérifier que la fonction h définie sur R donnée est bien solution particuliére de
I'équation différentielle (E) :

4x

(a) pour tout z € R, h(z) = ¢ 5 et (E) : 6y +8y =0

(b) pour tout x € R, h(z) =3t —2 et (E) : y =3y +2

Remarque :
Soit f une fonction continue sur un intervalle I de R.
f admet donc des primitives sur I et on note F' une de ces primitives. [’ vérifie alors F' = f
donc F est solution de I’équation différentielle ¢y = f.

Résoudre I'équation différentielle 4/ = f sur I revient donc a trouver toutes les primitives de f
sur [I.
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Exercice 5 :

1. Résoudre dans R ’équation différentielle y' = 22 + cos(z).

2. Déterminer la solution F' de I'équation différentielle (F) : y' = €** vérifiant F/(0) = —1.

2.2 Résolution de I’équation différentielle ' = ay ot a est un réel

Définition 4 :

L’équation différentielle ¢y’ =

ay avec a un réel est une équation différentielle linéaire
homogéne du premier ordre a coefficients constants.

Propriété 4 :

e L’ensemble des solutions de 'équation différentielle 3y’ = ay est ’ensemble des fonctions
définies sur R par y(z) = Ce® ou C est un réel.

e Pour tous réels xg et yo, 'équation différentielle ¥’ = ay admet une unique solution y
telle que y(zo) = yo.

Exercice 6: Résoudre dans R les équations différentielles suivantes :
(E1) : ¥y =5y et (Es) : 4y +3y=0

2.3 Résolution de I’équation différentielle v = ay+0b o1 a # 0 et b sont
des réels

Définition 5 :

A coeflicients constants avec second membre.

| L’équation différentielle ¥/ = ay+0b est une équation différentielle linéaire du premier ordre

Propriété 5 :

L’ensemble des solutions de I’équation différentielle v/ = ay—+b est 'ensemble des fonctions
définies sur R par v — _71’ + Ce™ ou C' est un réel.

Exercice 7:

1. Résoudre dans R I’équation différentielle : (E) : 2y + 3y = 2.

2. Déterminer la solution y de I’équation différentielle (E) : 2y'+3y = 2 telle que y(2) 1

3 -
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2.4 Résolution de I’équation différentielle v = ay + f avec a un réel
non nul et f une fonction définie sur un intervalle [

Soit a un réel non nul et f une fonction définie sur un intervalle I de R.

Propriété6:

On pose :
(E) : y=ay+f et (Eg) : ¢y =ay

En notant f; une solution particuliére de I’équation différentielle (E), pour toute solu-

tion y de cette équation alors la fonction y — fy est solution de I’équation (Ey).
On a alors :

S ={Ce™ + fo(z)|C € R}

Exercice 8: Soit (F) 'équation différentielle 2y’ + 3y = 6x + 1.

1. Déterminer la fonction affine fy définie sur R par ¢(x) = 2z + p solution particuliére de
(E).

2. En déduire toutes les solutions de (E) sur R.

3. En déduire 'unique solution h de (E) telle que h(2) = 0.
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