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DS 7

( 2 heures ) Nom :........................
Prénom :........................

Exercice 1 : ( 12 points )
Soit f la fonction dé�nie sur D = ]−∞; 4[ ∪ ]4; +∞[ par :

f(x) =
x2 − 4x+ 4

x− 4

On note C sa courbe représentative.

Partie A : Étude des limites.

1. Déterminer les limites de la fonction au voisinage de 4.

Tableau de signe de x− 4 :

x

x− 4

−∞ . . . +∞

( 0.5 point)

x

x− 4

−∞ 4 +∞

− 0 +

Solution :

� Pour x < 4 :

( 0.5 point)
Pour le numérateur :
lim
x→4

x2 − 4x+ 4 = 4

Pour le dénominateur,d'après le tableau de signe :
lim
x→4−

x− 4 = 0−

Donc, par quotient :
lim
x→4−

f(x) = −∞

Solution :

� Pour x > 4 :
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( 0.5 point)
Pour le numérateur :
lim
x→4

x2 − 4x+ 4 = 4

Pour le dénominateur,d'après le tableau de signe :
lim
x→4+

x− 4 = 0+

Donc, par quotient :
lim
x→4+

f(x) = +∞

Solution :

2. Déterminer la limite de la fonction au voisinage de +∞.

( 1.5 points)
On constante que les opérations sur les limites conduisent à une forme indéterminée.
Il faut donc transformer l'expression de la fonction :

x2−4x+4
x−4

=

x

(
1− 4

x
+

4

x2

)
x

(
1− 4

x

) =

x

(
1− 4

x
+

4

x2

)
1− 4

x

.

On a ainsi levé la forme indéterminée :
Le numérateur :

lim
x→+∞

x = +∞

lim
x→+∞

4

x
= 0

lim
x→+∞

4

x2
= 0

 Donc par somme lim
x→−∞

1− 4

x
+

4

x2
= 1


Donc par produit lim

x→+∞
x

(
1− 4

x
+

4

x2

)
= +∞

Le dénominateur :

lim
x→+∞

4

x
= 0 , donc par somme lim

x→+∞
1− 4

x
= 1

Donc par quotient lim
x→+∞

x

(
1− 4

x
+

4

x2

)
1− 4

x

= +∞

Solution :

On admet que la limite en −∞ est −∞.

sebjaumaths.free.fr 2/11 Lycée Jean Rostand



DS 7 Le 17/01/2025 Spé Maths

Partie B : Étude des variations.

On admet que la fonction f est dérivable sur D

1. Montrer que, pour tout x ∈ D :

f ′(x) =
x2 − 8x+ 12

(x− 4)2

( 1 point)

La fonction f(x) =
x2 − 4x+ 4

x− 4
est un quotient, donc on utilise la règle du quotient

pour dériver :

f ′(x) =
(2x− 4))(x− 4)− (x2 − 4x+ 4)

(x− 4)2
.

Simpli�ons le numérateur :

f ′(x) =
2x2 − 8x− 4x+ 16− x2 + 4x− 4

(x− 4)2
.

Cela donne :

f ′(x) =
x2 − 8x+ 12

(x− 4)2
.

Solution :

2. On note p(x) = x2 − 8x+ 12. Déterminer les racines du polynôme p :

( 1 point)
Pour déterminer les racines de p(x) = x2 − 8x+ 12, on résout l'équation p(x) = 0 :

x2 − 8x+ 12 = 0.

En utilisant la formule du discriminant :

∆ = (−8)2 − 4× 1× 12 = 64− 48 = 16.

Les racines sont : 
x1 =

−(−8) +
√
16

2× 1

x2 =
−(−8)−

√
16

2× 1

Soit {
x1 = 6
x2 = 2

Ainsi, les racines sont x = 6 et x = 2.

Solution :
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3. Compléter le tableau de variation de la fonction f .

x

f ′(x)

f

−∞ . . . . . . . . . +∞

0 0

( 2 points )
On a :

� f(2) = 0

� f(6) = 8

x

f ′(x)

f

−∞ 2 4 6 +∞

+ 0 − − 0 +

−∞−∞

00

−∞

+∞

88

+∞+∞

Solution :
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Partie C : Asymptote oblique, asymptote verticale

On admet la propriété suivante :

Pour f une fonction dé�nie sur un voisinage de +∞.
Soit ∆ la droite d'équation y = ax+ b ( a ∈ R et b ∈ R ).
Si on a :

lim
x→+∞

f(x)− (ax+ b) = 0

Alors la droite ∆ est asymptote oblique au voisinage de +∞ à la courbe représentative de
la fonction f .
On dispose de la même propriété au voisinage de −∞.

Propriété 1 :

1. Montrer que pour tout x ∈ D :

f(x)− x =
4

x− 4

( 0.5 point )
x ∈ D :

f(x)− x =
x2 − 4x+ 4

x− 4
− x

=
x2 − 4x+ 4

x− 4
− x(x− 4)

x− 4

=
x2 − 4x+ 4− x2 + 4x

x− 4

=
4

x− 4

Solution :

2. Montrer que la droite ∆ d'équation y = x est une asymptote oblique au voisinage de +∞.

( 1 point )

On a montré que f(x)− x =
4

x− 4
.

On a lim
x→+∞

x− 4 = +∞, donc par quotient lim
x→+∞

4

x− 4
= 0 donc

lim
x→+∞

(f(x)− x) = 0.

Cela prouve que la droite y = x est une asymptote oblique à la courbe.

Solution :

On admet que la droite ∆ d'équation y = x est aussi une asymptote oblique au voisinage
de −∞.

3. Justi�er que la courbe C admet aussi une asymptote verticale dont on donnera une
équation.
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( 0.5 point )
Sachant que lim

x→4−
= −∞, et que lim

x→4+
= +∞, donc la courbe C admet une asymptote

verticale d'équation x = 4.

Solution :
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Partie D : La courbe C

1. Compléter le tableau de valeurs suivant ( les valeurs seront arrondies au dixième ) :

x −6 −4 −2 0 2 3 5 6 8 10 12 14

f(x)

( 0.5 point )

x −6 −4 −2 0 2 3 5 6 8 10 12 14

f(x) −6.4 −4.5 −2.7 −1.0 0.0 −1.0 9.0 8.0 9.0 10.7 12.5 14.4

Solution :

2. Justi�er que l'axe des abscisses est tangent à la courbe.

( 0.5 point )
En 2, on a f ′(2) = f(2) = 0. Donc la tangente en 2 est y = f ′(2)(x− 2) + f(2) = 0.
Ce qui correspond bien à l'axe des abscisses.

Solution :

3. Tracer l'asymptote verticale, la droite ∆, les tangentes horizontales puis la courbe C .
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−6 −4 −2 2 4 6 8 10 12 14

−8

−6

−4

−2

2

4

6

8

10

12

14

( 2 points )

Solution :
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−6 −4 −2 2 4 6 8 10 12 14

−8

−6

−4

−2

2

4

6

8

10

12

14

C

f
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Exercice 2 : ( 2 points )
Déterminer la limite suivante :

lim
x→−∞

3x− 2

2x+ ex

On constante que les opérations sur les limites conduisent à une forme indéterminée. Il
faut donc transformer l'expression de la fonction :

3x− 2

2x+ ex
=

x

(
3− 2

x

)
x

(
2 +

ex

x

) =
3− 2

x

2 +
ex

x

.

On a ainsi levé la forme indéterminée :
Le numérateur :

lim
x→−∞

2

x
= 0

}
Donc par somme lim

x→−∞
3− 2

x
= 3

Le dénominateur :

lim
x→−∞

ex = 0 et lim
x→−∞

x = −∞ , donc par quotient lim
x→−∞

ex

x
= 0

Donc par somme lim
x→−∞

2 +
ex

x
= 2.

Donc par quotient lim
x→−∞

3− 2

x

2 +
ex

x

=
3

2

Solution :

Exercice 3 : ( 2 points )
Déterminer la limite suivante :

lim
x→−∞

(3x+ 1)ex
2

On a lim
x→−∞

x2 = +∞ et lim
x→+∞

ex = +∞, donc, par composition, lim
x→−∞

ex
2
= +∞.

De plus lim
x→−∞

3x+ 1 = −∞.

Donc par produit lim
x→−∞

(3x+ 1)ex
2
= −∞

Solution :
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Exercice 4 : ( 2 points )
Déterminer la limite suivante :

lim
x→+∞

3x2 − 2ex

On constante que les opérations sur les limites conduisent à une forme indéterminée. Il
faut donc transformer l'expression de la fonction :

3x2 − 2ex = ex
(
3x2

ex
− 2

)
.

On a ainsi levé la forme indéterminée, en e�et, d'après la croissance comparée :

lim
x→+∞

ex

x2
= +∞ donc lim

x→+∞

x2

ex
= 0 , donc par somme lim

x→+∞

3x2

ex
− 2 = −2

De plus lim
x→+∞

ex = +∞

Donc par produit lim
x→+∞

ex
(
3x2

ex
− 2

)
= −∞

Solution :

Exercice 5 : ( 2 points )
Déterminer la limite suivante :

lim
x→+∞

3ex − 2x+ 5

2x+ 1

On constante que les opérations sur les limites conduisent à une forme indéterminée. Il
faut donc transformer l'expression de la fonction :

3ex − 2x+ 5

2x+ 1
=

e3
(
3− 2x

ex
+

5

ex

)
x

(
2 +

1

x

) =
ex

x
×

3− 2x

ex
+

5

ex

2 +
1

x

.

On a ainsi levé la forme indéterminée, en e�et, d'après la croissance comparée :

lim
x→+∞

ex

x
= +∞ et lim

x→+∞
ex = +∞

donc lim
x→+∞

x

ex
= 0 et lim

x→+∞

5

ex
= 0 , donc par somme lim

x→+∞
3− 2x

ex
+

5

ex
= 3

De plus lim
x→+∞

1

x
= 0, donc lim

x→+∞
2 +

1

x
= 2

Donc par produit et quotient lim
x→+∞

ex

x
×

3− 2x

ex
+

5

ex

2 +
1

x

= +∞

Solution :
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