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DS 5

Exercice 1 : ( 3 points )
Soit f une fonction dé�nie sur l'ensemble Df = [−2 ; 2] par

f(x) = (ax+ b)e−x2

,

où a et b sont des nombres réels.
La courbe représentative C de la fonction f est donnée ci-dessous :

−2 −1 1 2
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∆
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On admet que la courbe passe par le point A(0, 1), et que la tangente à la courbe en A a
pour équation :

∆ : y = 2x+ 1

1. Déterminer, en le justi�ant, la valeur de f(0).

( 0.5 point )
La courbe passe par A(0, 1), donc :

f(0) = 1.

Solution :

2. En déduire la valeur de b.

( 0.5 point )
On a f(x) = (ax+ b)e−x2

. Pour x = 0, f(0) = be0 = b, donc :

b = 1.

Solution :

3. Déterminer, en le justi�ant, la valeur de f ′(0).

( 1 point )
La tangente en A a pour équation y = 2x+1, donc le coe�cient directeur est donné
par :

f ′(0) = 2.

Solution :
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4. On admet que la fonction f est dérivable sur Df , et que , ∀x ∈ Df :

f ′(x) = (−2ax2 − 2x+ a)e−x2

En déduire la valeur de a.

( 1 point )
On utilise la dérivée :

f ′(x) = (−2ax2 − 2x+ a)e−x2

.

En évaluant à x = 0, f ′(0) = a · e0 = a. Sachant f ′(0) = 2, on obtient :

a = 2.

Solution :

Exercice 2 : ( 4 points )
On considère la fonction f dé�nie sur l'ensemble Df = [−2 ; 2] par

f(x) = (2x+ 1)e−x2

,

1. On admet que la fonction f est dérivable sur Df . Montrer que , ∀x ∈ Df .

f ′(x) = (−4x2 − 2x+ 2)e−x2

( 1.5 points )
On calcule la dérivée de f(x) = (2x+ 1)e−x2

par la règle du produit :

f ′(x) = 2e−x2

+ (2x+ 1) · (−2x)e−x2

= (−4x2 − 2x+ 2)e−x2

.

Solution :

2. Déterminer le tableau de variation de f sur Df .

( 2.5 points )
On étudie le signe du polynôme : p(x) = −4x2 − 2x+ 2 :

On a : ∆ = 36. on trouve deux racines : x1 = −1 et x2 =
1

2
.

En appliquant la règle du "signe de a à l'extérieur des racines " :

Solution :
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x

p(x)
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+ + +
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2e−
1
42e−
1
4

5e−45e−4

Exercice 3 : ( 6 points )

On considère une fonction f , dé�nie et continue sur [−2, 2], dont on donne le tableau de
variation :

x

f

−2 −1
1

2
2

−0.1−0.1

−0.4−0.4

1.61.6

0.10.1

1. Déterminer le nombre de solutions de l'équation f(x) = 1.

( 3 points )

� Sur l'intervalle [−2,−1], le maximum de la fonction est −0.1. Donc l'équation
f(x) = 1 n'a pas de solution sur cet intervalle.

� Sur l'intervalle

[
−1,

1

2

]
, la fonction est continue et strictement croissante. On

a f(−1) = −0.4 et f

(
1

2

)
= 1.6, avec 1 ∈ [−0.4, 1.6]. Donc d'après le corol-

laire du théorème des valeurs intermédiaires, l'équation f(x) = 1 a une unique
solution sur cet intervalle.

� Sur l'intervalle

[
1

2
, 2

]
, la fonction est continue et strictement décroissante. On

a f

(
1

2

)
= 1.6 et f(2) = 0.1, avec 1 ∈ [0.1, 1.6]. Donc d'après le corollaire du

théorème des valeurs intermédiaires, l'équation f(x) = 1 a une unique solution
sur cet intervalle.

En conclusion, l'équation f(x) = 1 a deux solutions sur [−2, 2].

Solution :
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2. Déterminer le nombre d'antécédent de 2 par f .

( 1 point )
D'après le tableau de variation, sur [−2, 2], le maximum de la fonction est 1.6. Donc
l'équation f(x) = 2 n'a pas de solution. Donc 2 n'a pas d'antécédent par f .

Solution :

3. Déterminer le nombre d'annulateurs de la fonction f .

( 2 points )

� Sur l'intervalle [−2,−1], le maximum de la fonction est −0.1. Donc l'équation
f(x) = 0 n'a pas de solution sur cet intervalle.

� Sur l'intervalle

[
−1,

1

2

]
, la fonction est continue et strictement croissante. On

a f(−1) = −0.4 et f

(
1

2

)
= 1.6, avec 0 ∈ [−0.4, 1.6]. Donc d'après le corol-

laire du théorème des valeurs intermédiaires, l'équation f(x) = 0 a une unique
solution sur cet intervalle.

� Sur l'intervalle

[
1

2
, 2

]
, le minimum de la fonction est 0.1. Donc l'équation

f(x) = 0 n'a pas de solution sur cet intervalle.

En conclusion, l'équation f(x) = 0 a une seule solution sur [−2, 2].

Solution :

Exercice 4 : ( 7 points )

On considère une suite (un) dé�nie par u0 =
5

2
et, pour tout n ∈ N, un+1 = −1

2
(un−4)2+4.

On note f la fonction dé�nie sur [2, 4] par f(x) = −1

2
(x− 4)2 + 4.

.

1. Déterminer le tableau de variation de la fonction f sur l'intervalle [2, 4].

(2 points)
La fonction est dérivable sur [2, 4] car c'est un polynôme, et ∀x ∈ [2, 4] :
En utilisant la formule : (u2)′ = 2u′u :

f ′(x) = −1

2
× 2(x− 4) = −x+ 4.

La dérivée est donc une fonction a�ne qui s'annule en 4 :

Solution :
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x

f ′(x)

f

2 4

+ 0

22

44

2. Démontrer par récurrence que, pour tout entier n on a :

2 ⩽ un ⩽ un+1 ⩽ 4

(2 points)
Notons Pn la proposition dépendant de n :

Pn : ”2 ⩽ un ⩽ un+1 ⩽ 4”

Montrons par récurrence que, pour tout entier n, Pn est vraie :

� Initialisation : On a u0 = 2.5 et u1 = f(2.5) = 2.875. On a donc bien

2 ⩽ u0 ⩽ u1 ⩽ 4

Donc P0 est vraie.

� Hérédité : On suppose que la propriété est vraie pour un n > 0 �xé. Soit
2 ⩽ un ⩽ un+1 ⩽ 4 ( Hypothèse de récurrence ).
On a donc, sachant que la fonction f est croissante sur [2; 4] :

f(2) ⩽ f(un) ⩽ f(un+1) ⩽ f(4)
⇒ 2 ⩽ un+1 ⩽ un+2 ⩽ 4
Donc on a bien Pn+1 est vraie.

� Conclusion : D'après le principe de la démonstration par récurrence, on a
donc pour tout entier n, Pn est vraie.

Solution :

3. Résoudre l'équation f(x) = x.

(1 point )

f(x) = x ⇔ −1

2
(x− 4)2 + 4 = x

⇔ −1

2
x2 + 4x− 8 + 4 = x

⇔ −1

2
x2 + 3x− 4 = 0

On retrouve une équation du second degré :

Solution :
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On a : ∆ = 1. on trouve deux racines : x1 = 2 et x2 = 4.

4. Montrer que la suite (un) converge et déterminer sa limite ℓ.

(2 points )
La suite est bornée et croissante, donc elle converge, d'après le théorème de conver-
gence monotone. De plus, la fonction f étant continue sur [2, 4] ( car c'est un po-
lynôme), le théorème du point �xe permet de dire que ℓ est solution de l'équation
f(x) = x.
D'après la question précédente, ℓ prend soit la valeur 2, soit la valeur 4. Mais étant
donné que la suite est croissante avec u0 = 2.5, seule la valeur 4 est possible.
On peut donc dire que la suite converge vers ℓ = 4.

Solution :
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