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DS 3

Exercice 1 : ( 8 points )

On considère la suite (un) dé�nie pour tout n ∈ N par :

 u0 = 1

un+1 =
3un

2un + 3

.

1. Calculer les 5 premiers termes de la suite.

( 1 point )

u0 = 1 , u1 =
3u0

2u0 + 3
=

3× 1

2× 1 + 3
=

3

5
, u2 =

3u1

2u1 + 3
=

3

7
,u3 =

3u2

2u2 + 3
=

1

3
,

u4 =
3u3

2u3 + 3
=

3

11
.

Solution :

2. Démontrer par récurrence que l'on a, pour tout n ∈ N :

∀n ∈ N, un > 0

( 2 points )
Notons Pn la proposition dépendant de n :

Pn : ”un > 0”

Montrons par récurrence que, pour tout entier n, Pn est vraie :

� Initialisation : On a u0 = 1 et 1 > 0. Donc P0 est vraie.

� Hérédité : On suppose que la propriété est vraie pour un n > 0 �xé. Soit
un > 0 ( Hypothèse de récurrence ).
On a donc :
un > 0 ⇒ 3un > 0 et 2un + 3 > 0

⇒ 3un

2un + 3
> 0

⇒ un+1 > 0
Donc on a bien Pn+1 est vraie.

� Conclusion : D'après le principe de la démonstration par récurrence, on a
donc pour tout entier n, Pn est vraie.

Solution :

3. On suppose que la suite ne s'annule jamais. On pose (vn) dé�nie pour tout n ∈ N par :

vn =
1

un

a Calculer les 5 premiers termes de la suite (vn).
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( 1 point )

v0 =
1

u0

=
1

1
= 1 , v1 =

1

u1

=
5

3
, v2 =

1

u2

=
7

3
,v3 =

1

u3

= 2, v4 =
1

u4

=
11

3
.

Solution :

b Montrer que la suite (vn) est une suite arithmétique de raison R =
2

3
.

( 2 points )
On a :

vn+1 − vn =
1

un+1

− 1

un

=
1

3un

2un + 3

− 1

un

=
3 + 2un

3un

− 3

3un

=
3 + 2un − 3

3un

=
2

3

.

Donc, la suite (vn) est une suite arithmétique de raison R =
2

3
et de premier terme

v0 = 1.

Solution :

4. Montrer par récurrence que, pour tout n ∈ N :

un =
3

2n+ 3

( 2 points )
Notons Pn la proposition dépendant de n :

Pn : ”un =
3

2n+ 3
”

Montrons par récurrence que, pour tout entier n, Pn est vraie :

� Initialisation : On a u0 = 1 et
3

2× 0 + 3
= 1. Donc P0 est vraie.

� Hérédité : On suppose que la propriété est vraie pour un n > 0 �xé. Soit

un =
3

2n+ 3
( Hypothèse de récurrence ).

On a donc :

Solution :
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un+1 =
3un

2un + 3

=
3

3

2n+ 3

2
3

2n+ 3
+ 3

=
9

6 + 6n+ 9

=
3

2n+ 5

=
3

2(n+ 1) + 3
Donc on a bien Pn+1 est vraie.

� Conclusion : D'après le principe de la démonstration par récurrence, on a
donc pour tout entier n, Pn est vraie.

Exercice 2 : ( 4 points )
Déterminer la limite des suites dont on donne le terme général :

(a) un = −3n2 + 7

( 1 point )
lim

n→+∞
n2 = +∞

lim
n→+∞

7 = 7

}
Donc par somme lim

n→+∞
−3n2 + 7 = −∞

Solution :

(b) un = (5n+ 3)(2n2 − 4)

( 1 point )

� lim
n→+∞

n = +∞ donc lim
n→+∞

3 = 3, donc par somme lim
n→+∞

5n+ 3 = +∞

� lim
n→+∞

n2 = ∞, donc lim
n→+∞

−4 = −4 donc par somme lim
n→+∞

2n2 − 4 = +∞

Donc par produit : lim
n→+∞

(5n+ 3)(2n2 − 4) = +∞

Solution :

(c) un =
5n+ 1

3 +
2

n

( 1 point )

� lim
n→+∞

5n+ 1 = +∞

� lim
n→+∞

2

n
= 0, donc lim

n→+∞
3 +

2

n
= 3 .

Solution :
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Donc par quotient : lim
n→+∞

5n+ 1

3 +
2

n

= +∞

(d) un = 8 +
1√
n
− 5

n2

( 1 point )

� lim
n→+∞

1√
n
= 0

� lim
n→+∞

− 5

n2
= 0

Donc par somme : lim
n→+∞

8 +
1√
n
− 5

n2
= 8

Solution :

Exercice 3 : ( 4 points )
Déterminer la limite des suites dont on donne le terme général :

(a) un = 2n3 − 5n2 + 1

On constante que les opérations sur les limites conduisent à une forme indéterminée
( somme d'in�nis de signes di�érents...) Il faut donc transformer le terme général de
la suite :

un = 2n3 − 5n2 + 1 = n3

(
2− 5

n
+

1

n3

)
.

On a ainsi levé la forme indéterminée :
lim

n→+∞
n3 = +∞

lim
n→+∞

5

n
= 0

lim
n→+∞

1

n3
= 0

Donc par somme lim
n→+∞

2− 5

n
+

1

n3
= 2


Donc par produit lim

n→+∞
n3

(
2− 5

n
+

1

n3

)
= +∞

Solution :

(b) un =
5n− 7

3n2 − 4

On constante que les opérations sur les limites conduisent à une forme indéterminée
( quotient d'in�nis ...) Il faut donc transformer le terme général de la suite :

un =
5n− 7

3n2 − 4
=

n

(
5− 7

n

)
n2

(
3− 4

n2

) =
5− 7

n

n

(
3− 4

n2

) .

On a ainsi levé la forme indéterminée :

Solution :
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lim
n→+∞

7

n
= 0 Donc par somme lim

n→+∞
5− 7

n
= 5

lim
n→+∞

3− 4

n2
= 3

lim
n→+∞

n = +∞


Donc par produit lim

n→+∞
n

(
3− 4

n2

)
= +∞


Donc par quotient lim

n→+∞

5− 7

n

n

(
3− 4

n2

) = 0

Exercice 4 : (4 points )
Déterminer la limite des suites dont on donne le terme général :

(a) un = 3n+2 − 2n

( 2 points )
On constante que les opérations sur les limites conduisent à une forme indéterminée
( di�érence d'in�nis ...) Il faut donc transformer le terme général de la suite :

un = 3n+2−2n = 3n
(
32 −

(
2

3

)n)
Sachant que −1 <

2

3
< 1, on a donc lim

n→+∞

(
2

3

)n

=

0. Donc par somme

lim
n→+∞

32 −
(
2

3

)n

= 9, et en�n par produit : lim
n→+∞

3n
(
32 −

(
2

3

)n)
= +∞

Solution :

(b) un =
3− 5n

2× 5n−1 + 1

( 2 points )
On constante que les opérations sur les limites conduisent à une forme indéterminée
( quotient d'in�nis ...) Il faut donc transformer le terme général de la suite :

un =
3− 5n

2× 5n−1 + 1

=

5n
(

3

5n
− 1

)
5n

(
2× 5−1 +

1

5n

)

=

3

5n
− 1

2

5
+

1

5n

Sachant que 1 < 5, on a donc lim
n→+∞

5n = +∞ , on a donc par quotient lim
n→+∞

3

5n
= 0

et lim
n→+∞

1

5n
= 0 . Donc par somme lim

n→+∞

3

5n
− 1 = −1, et lim

n→+∞

2

5
+

1

5n
=

2

5
en�n par

Solution :
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quotient : lim
n→+∞

3

5n
− 1

2

5
+

1

5n

=
−1
2

5

= −5

2
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