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TD 7
Diviser pour régner

Exercice 1 :
On considére un anneau A. Pour tout élément e de cet anneau, pour tout entier n , on note e”
I’élément de A valant eee...e.
——

n fois
On veut écrire une fonction puis permettant d’élever un élément de 'anneau a la puissance n.

Cette fonction prendra comme argument :
e Un élément e, élément de 'anneau, et un entier n;
e Une fonction fois, qui permet d’effectuer la multiplication de ’anneau.

e Un élément id, qui sera I’élément neutre de la multiplication de I'anneau.

La fonction puis sera donc du type :

'a -> int -> ('a->'a->'a)->'a->'a

1. Ecrire la fonction puis en utilisant I’algorithme naif. Combien de fois utilise-t-on la fonc-
tion fois?

2. On considére l'algorithme suivant :

e Sin=0alors puis e 0 fois id renvoie id;

e Sin=1alorspuis e 1 fois id renvoie e;

e Sin =2k, on pose ¢ =puis e k fois id on calcule alors fois € ¢';

/

Sin =2k+1,onpose e’ =puis e k fois idon calculealorsfois e fois e

( attention, il est important de poser e’ pour ne pas faire deux fois un calcul identique! )
(a) Combien de fois la fonction fois sera-t-elle utilisée si on calcule e!°? Et pour e!®?
Et pour €67
(b) Montrer la terminaison et la correction de 1’algorithme.

(c) On note ¢, le nombre de fois utilisé pour le calcul de €. On note n = mz
la décomposition de n en base 2.
Montrer que l'on a :
Cn = Clny2) + 1+ bo

En déduire que :

(d) Montrer que le nombre d’utilisation de la fonction fois dans le calcul de e™ est
inférieur a 2|log,(n)].

(e) Ecrire la fonction puis
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Exercice 2 :
Dans le méme esprit on retrouve la recherche par dichotomie d’un entier. Ecrire la fonction
recherche, qui recherche la valeur d’un entier pris aléatoirement sur l'intervalle [0,100] et
renvoie le nombre d’appel récursif ainsi que le nombre a rechercher.

recherche : unit -> int * int
Exemple :

recherche ();;
- : int * int = 7, 55

Exercice 3 :
On représente un polyndéme sous la forme de la liste de ses coefficients, la téte correspondant
au degré zéro :

type poly = float list;;
Ainsi, la liste 3 :: 4 :: 5 :: [] correspond au polynome 3 + 4X + 5X? .

1. Opérations préliminaires :
Ecrire des fonctions récursives suivantes :

normalise : poly->poly Une fonction qui retire les
zéros inutiles en fin de liste.
ajout : poly->poly Somme polynomiale
mulscal:float->poly->poly Multiplication d’un polynome
par un scalaire
soustr:poly->poly->poly Différence de deux polynomes.

2. Multiplication naive :
La multiplication de deux polynomes P = >, a; X" et Q = >, by X" est donnée par la

formule :
PQ=> Y aibX*

ko itj=k
Mais la représentation des polynoémes sous forme de liste rend cette formule rédhibitoire
(car le simple accés a un coefficient quelconque du polynoéme se fait en temps linéaire).
Cependant, on sait accéder en temps constant au coefficient de degré zéro. On peut donc
écrire :P = P/ X +ag et Q = QX + by avec P, et P, deux polyndmes.
A Taide du développement de (PX + ag) (Q1X + by) , écrire une fonction récursive :

mult : polynome -> polynome -> polynome
qui renvoie le produit de deux polynomes.

3. Algorithme de Karatsuba (1960) :
On s’intéresse ici & une autre facon de décomposer un polynome.
Pour tout entier k, siona P = RX* 4+ S et Q = TX* + U ,alors le produit s’écrit :

PQ = X*RT + X* (RU + ST) + SU

En négligeant la multiplication par un X7 , cette méthode naive requiert quatre mul-
tiplications de polynoémes plus petits (si on impose les degrés de S et U strictement
inférieurs a k). Or, Karatsuba (1960) a remarqué que, si on écrit ce produit sous la
forme : PQ = X*RT + X*((R+ S) (T +U)) + SU alors le produit ne requiert que
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trois multiplications (au lieu de quatre naivement) de polynomes plus petits : RT, SU et
(R+ S)(T+U).

Cette remarque ouvre la voie & une implémentation en diviser pour régner.

e Ecrire la fonction separe 1 k qui renvoie le couple (11,12) ot 11 est la liste des
k premiers termes, et 12 le reste.

separe : 'a list -> int -> 'a list * 'a list

exemple :

separe [1;2;3;4;5;6,7;8;9] 5;;
- : int list * int list = [1; 2; 3; 4; 51, [6; 7; 8; 9]

e Ecrire une fonction produit xj tel que produit xj i p renvoie le polynome
X'P.
e Ecrire une fonction récursive :

karatsuba : int -> polynome -> polynome -> polynome

telle que karatsuba k p q renvoie le produit de deux polyndémes suivant une
méthode diviser pour régner avec le parameétre k pour la décomposition de deux
polynoémes. On pourra supposer que k est une puissance de 2.

Exercice 4 : Tri fusion
Le tri repose sur le fait que pour fusionner deux listes (ou tableaux) triées dont la somme des
longueurs est n, n — 1 comparaisons au maximum sont nécessaires.
L’algorithme peut s’effectuer récursivement :

1. On découpe en deux parties & peu preés égales les données & trier.
2. On trie les données de chaque partie.
3. On fusionne les deux parties.

La récursivité s’arréte & un moment car on finit par arriver a des listes de 1 élément et alors
le tri est trivial.
Exemple de fusion : Fusionner [1;2;5] et [3;4] : On sait que le premier élément de la liste
fusionnée sera le premier élément d’une des deux listes d’entrée (soit 1, soit 3), propriété non
remarquable sur des listes non triées.
On compare donc 1 et 3 : 1 est plus petit.

[255] - [3;4] -> [1]

On compare 2 et 3 : 2 est plus petit.

[5] - [3:4] -> [152]

On compare 5 et 3 : 3 est plus petit.

[5] - [4] -> [1;2;3]

On compare 5 et 4 : 4 est plus petit.

[5] == [1;2;3;4] puis [1;2;3;4;5]

Exemple simple, pour la liste [6;1;2;5:4;7;3] : A P'état initial on a les éléments un par un,
on les fusionne deux a deux : ([6] [1]) ([2] [5]) ([4] [7]) [3]; On obtient : ([1:6] [2;5]) ([4:7] [3]) que
'on fusionne deux a deux a nouveau et ainsi de suite : ([1;2;5:6] [3:4;7]) puis [1;2;3:4;5:6;7].

1. Ecrire la fonction fusion de deux listes triées :

fusion : 'a list -> 'a list -> 'a list
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Quelle est le nombre d’itérations de la fonction ?

2. Ecrire une fonction fendre qui renvoie pour une liste donnée deux listes de tailles identiques
( & une valeur preés )

fendre : 'a list -> 'a list * 'a list
3. Calculer un ordre de grandeur du nombre d’itérations.

4. Ecrire la fonction tri_fusion :

tri_fusion : 'a list -> 'a list

Estimer le nombre d’itérations nécessaire.
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