Chapitre 2 Déduction logique Option Info MP

Chapitre 2
Déduction naturelle pour la logique propositionnelle

1 Séquents.

Définition 1 :

On suppose fixé un ensemble de formules logiques. Un séquent est une expression de la
forme suivante

Hy, ... H,-C,..,C,

C’est a dire (formellement) deux suites finies de formules, les hypothéses et les conclusions
du séquent.

Le symbole I se dit traditionnellement « thése ».

Exemple1:

Syllogismes en Barbara :

e H; = « Tous les hommes sont mortels »

e H, = « Tous les Grecs sont des hommes »

o (] = « Tous les Grecs sont mortels »

Propriété1:

I La formule logique associée & un séquent s’obtient par 'implication entre la conjonction
des hypothéses et la disjonctions des conclusions.

Exemple 2:

Soit p et ¢ deux formules logiques,

p,p=qFq=pPANDP=>q)=>¢q

En I’absence d’hypothéses, on remplace le vide par T.
En I'absence de conclusions, on remplace le vide par L.

ra=l=g , pr=p= 1L
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Définition 2:

Un séquent est valide si toute interprétation qui rend vraies les formules de gauche rend
vraie au moins une formule a droite. Elle n’est pas valide dans le cas contraire, ¢’est-a-dire

lorsqu’il existe une interprétation qui rend vraies toutes les formules de gauche et fausses
toutes les formules de droites.

Remarque 1 : Soit un séquent sans hypothéses, c¢’est a dire de la forme = C. Alors ce
séquent est valide si et seulement si C' est une tautologie.

Remarque 2 : Un séquent A, As, ... A, = A valide sera noté :

A Ay L ALE A
Exercice1: Pour p, q et r des formule logiques. On considére le séquent :

S=(ktaqr),p,r-qk®kq
Montrer que S est valide.

2 Reégles de déduction naturelle

Définition 3 :

Une régle de déduction (R) est la donnée d’une suite finie de séquents hypothéses I';
Ay, ...,T, F A, et d'un séquent de conclusion I' = A. On note :

nrEA ... ThLEA,
r-A

Sin =0, on dit que la régle est un axiome.

(R)

Exemple 3 :
AFB
FA= B

(tmplication)

Définition 4 :

I La régle (R) est correct si I' E A dés que I'; E A; pour i = 1,...,n. Autrement dit si la
déduction préserve les tautologies.
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Définition 5 :
Une dérivation est un arbre dont chaque nceud est un séquent.
Chaque noeud est soit une feuille contenant un séquent, soit un noeud interne contenant
un séquent et ayant une ou plusieurs dérivations comme enfants.
On dessine une dérivation avec la racine en bas :
feuille feuille ) :
feuille feuille noeud interne feuille feuille
noeud interne noeud interne
racine
Propriété 2:
e Axiome : m(am)
_— kA
[ ) Affalbhssement . m(@ff)
C INAFB AR A ( )
° :
oupure T AFB coupure
e Régles d’inférence :
Introduction Elimination
'EA FI—B(A) FI—A/\B(/\) FI—A/\B(A)
TFAAB rFA 9 rp
'A (Vio) I'-B (Via) 'HFAVB T,AFC F,BI—C(\/)
rFAvB """ TrHAvB ™ e ‘
F,AI—B(:>) 'HA= 1B FI—A(:>)
rrA=B""" I'tB c
F,AI—J_( ) 'A FI——|A( )
TF-A" " TFL e
Exemple 4 :
Dérivation de A= B = A :
ABF A4 ()
AFB=A ’ (:>)
FA= (B= A) ’

Exercice 2: Montrer, en utilisant les régles de déductions, la proposition suivante :

A= B=ANB
(remarque : A= B=C=A= (B=2C)).
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Propriété 3 :

On dispose aussi des régles alternatives lorsque la formule a éliminer est une hypothése.

Hypothése

RABFC(A)
T,ANBFCV™"

T AFC RBFOW)
IAVBFC "

TFAC T,BFC
T.A= BFC

(=)

FFAC()
T-AFC "

Exemple 5 :

Loi de Peirce : (A — B) - A) —» A

A
F(A-B),A Y AFA

(A—>B)—>AFA

(—n)

F(A—-B)—A) = A

Exercice 3: Démontrer le modus ponens : p,p — qF q
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