Chapitre II Equations différentielles BTS MV 2

Chapitre 2

Equations différentielles

Correction des exercices du cours

1 Premier ordre

1.1 Equation homogéne A coefficients constants :

Exercice 1: Résoudre les équations suivantes :

(a) ¥ +7y=0 (c) ¥ =5y
Solution : - Solution:
| Sy ={Ce™/CeR} y=5yey -5=0

Sy = {Ce‘5t/C € R}

(b) 44 +3y =0 (d) i = —3y
Solution : Solution :
_ —3¢ Y =-3ysy+3y=0
= 1 R
| $u={cet/c er] Sy = {Ce/C € R}

1.2 Equation non homogéne a coefficients constants :

Exercice 2: Pour les différentes équations, montrer que la fonction fy donnée est une solution
particuliére de (F).

(a) ¢ — 3y =6 avec fo(t) = —2

Solution :
Yy — 3y = 6 avec fo(t) = —2
On a fj(t) =0, donc :
fot) =3fo(t) = 0—-3x(=2)
= 6
La fonction fy est donc bien une solution particuliére de I’équation différentielle.

(b) 2y +y=1t>+4t — 1 avec fo(t) =t*—1
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Solution :
2y +y=1t>+4t — 1 avec fo(t) =t*—1
On a f{(t) = 2t, donc :
2f0@) + fot) = 2x2t+t2—1
= ?4+4t-1
La fonction fy est donc bien une solution particuliére de I’équation différentielle.

1 3
(¢) 3y —2y =t avec fo(t) = —=t — -
2 4
Solution :
3y — 2y =t avec fo(t) = —lt _3
2 4

1
On a fi(t) = — donc :

- 52 (3) 25

= 3+t+3
) 2
=

La fonction fy est donc bien une solution particuliére de I’équation différentielle.

(d) v +y=e"avec fo(t) = (t +2)e?

Solution :

Yy +y=eTtavec fo(t) = (t+2)e”"
Ona fi(t)=1xe '+ (t+2)(—e ") = (=t —1)e”*, donc :
fo®) + fo(t) = (—t—1)e™" + (t+2)e”
= (—t—1+t+2)e"
= eft
La fonction fy est donc bien une solution particuliére de I'équation différentielle.

Exercice 3: On considére I’équation (F) suivante :
(E) ¢ —4dy=—4x—3
1. Résoudre I’équation homogéne :

(Bu) ¥ —4y=0

Solution :

D’apres le cours, les solutions de I’équation homogéne sont :

Su = {Ce*/C e R}

2. Montrer que la fonction fy définie sur R par fo(x) = x + 1 est une solution particuliére
de (E).
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Solution :
Avec fo(z) =2+ 1, on a f{(t) =1, donc :
fo) + fo(t) = 1-4(z+1)
= 1—-4x -4
= —4xr -3

La fonction fy est donc bien une solution particuliére de I'équation différentielle.

3. En déduire I'ensemble solution de (E).

Solution :

particuliere les solutions générales de I’équation homogéne :

S={Ce" +z+1/C eR}

Les solutions de I’équation non homogeéne s’obtiennent en ajoutant a une solution

1.3 Conditions initiales

Exercice4: On considére 'équation (E) suivante :
(B) 2 —y=—a*+4

1. Résoudre I'équation homogeéne :(Ey) 2y —y =0

Solution :

D’aprés le cours, les solutions de I’équation homogéne sont :

G {ce%f/c e R}

2. Montrer que la fonction fy définie sur R par fo(z) = (z +2)? est une solution particuliére

de (E).

Solution :
On a fo(z) = (z+2)> =2* + 4z + 4
Donc f{(t) = 2z + 4, donc :
2f6@) — fo(t) = 22z +4) — (2* + 4z +4)
= 4drx+8—a®—4zr —4
= —12+4+4

La fonction fy est donc bien une solution particuliére de I’équation différentielle.

3. En déduire 'ensemble solution de (E).
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Solution :

Les solutions de I’équation non homogéne s’obtiennent en ajoutant & une solution
particuliere les solutions générales de I’équation homogeéne :

§= {Ceéx 4 (z+2)2/C € R}

4. Déterminer la solution g de E vérifiant la condition initiale g(0) = 5.

- Solution :
On cherche C tel que g(0) =5 :
1 9(0) = 5
= Ce2”’4+(0+2)? = 5
= C+4 =5
= cC =1
La fonction ¢ est donc : g(z) = e2® + (z + 2)2,
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2 Second ordre

2.1 Equation homogéne a coefficients constants :

Exercice 5: Résoudre les équations suivantes :

(a) 3y"—y' —2y=0

Solution :
L’équation caractéristique est :

3x°—z—2=0
On trouve A = 25. Il y a donc deux solutions réelles :

r1 = 1
2
Ty = ——
2 3

La solution est donc :

G = {Aefc +Be 5 /AcR,B e ]R}

(b) 9y + 6y +y=0

Solution :
L’équation caractéristique est :

922 +6x +1=0

On trouve A = 0. Il y a donc une solution réelle :

1
g = ——=

3
La solution est donc :

Sy = {(Aa: +B)e i /AcR,B e R}

() ¥ +2y+2y=0

Solution :
L’équation caractéristique est :

22 +2x4+2=0

On trouve A = —4. Tl y a donc deux solutions complexes :
29 = —1—1

Donca=—1et §=1.
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La solution est donc :

Sy = {(Acos(z) + Bsin(z)) e */A € R, B € R}

(d) ¥’ +16y =0

Solution :
L’équation caractéristique est :

2°+16=0
On trouve A = —64. Il y a donc deux solutions complexes :
zZ1 = 41
Z9 = —4q

Donc a =0 et 5 = 4.
La solution est donc :

Sy = {Acos(4z) + Bsin(4z)/A € R, B € R}

2.2 Equation non homogéne a coefficients constants :
(E) ay” + by + cy = ult)

ot a € R, b€ R ,c € R et uune fonction définie sur un intervalle I.

Définition 1 :

I On appelle solution particulier (E) , une solution définie sur I de I'équation (E)

Exemple1:

I Pour (E) y" — 2y + 3y = 6¢e*, la fonction définie par fo(t) = 2€* est une solution
particuliére de (FE).

Exercice 6: Pour les différentes équations, montrer que la fonction fy donnée est une solution
particuliére de (F).

(a) v + v — by =10 avec fo(t) = —2 (¢) ¥ — 2y = 2t> + 6 avec fo(t) = —t* —4

(d) ¥+ + 3y =9te™" avec
(b) 2y" + 3y +y =t avec fo(t)=t—3 fo(t) = (3t +1)e™!

Propriété1:
I Les solutions de 1’équation non homogéne s’obtiennent en ajoutant a une solution parti-
culiére les solutions générales de I’équation homogéne.
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Exemple 2:

Pour (E) " + 4y + 4y = 9¢', on a pour solution particuliére la fonction définie par
fo(t) = e'. De plus les solutions de 'équation homogenes (Ey) y” + 4y + 4y = 0 sont les
fonctions définie par f(t) = (At + B)e ™, avec Ac Ret BER.

Donc les solutions de I’équation (E) sont les fonctions définies par f(t) = (At+B)e 2 +¢,
ot AcRet BeER.

Exercice 7: On considére I'équation (F) suivante :

(E) y"+3y +2y=12x+4

1. Résoudre I’équation homogéne :
(Ey) y"+3y +2y=0

2. Montrer que la fonction fy définie sur R par fo(z) = 6x — 7 est une solution particuliére
de (B).

3. En déduire I'ensemble solution de (E).

2.3 Conditions initiales

(E) ay” +by' + cy = u(t)

ol a € R, b e R ,ceR et uune fonction définie sur un intervalle 7.

Propriété 2:
Soient xg € I, yo € Ret y; € R.

Il existe une unique solution f de E vérifiant les conditions initiales f(z¢) = yo et

f(@o) =1 .

Exemple 3 :
Pour (E) 3" + 4y’ + 4y = 9¢', les solutions sont les fonctions définies par :
f(t) = (At + B)e % + €', ou A et B décrivent R.

L’unique solution g vérifiant la condition g(0) = 3 et ¢’(0) = 0 est la fonction définie par :
g(t) = (3t +2)e™* +e".

Exercice 8: On considére I’équation (F) suivante :
(E) 2y =5y —3y=4e " +6
1. Résoudre I’équation homogeéne :(Fy) 2y” —5y —3y =0

2. Montrer que la fonction fy définie sur R par fo(t) = e — 2 est une solution particuliére
de (B).

3. En déduire l'ensemble solution de (E).

1
4. Déterminer la solution g de E vérifiant les conditions initiales g(0) = 3 et ¢'(0) = =.

sebjaumaths.free.fr page 7 Lycée Jean Rostand



	Premier ordre
	Équation homogène à coefficients constants :
	Équation non homogène à coefficients constants :
	Conditions initiales 

	Second ordre
	Équation homogène à coefficients constants :
	Équation non homogène à coefficients constants :
	Conditions initiales 


