Chapitre II Equations différentielles BTS MV 2

Chapitre 2
Equations différentielles

1 Premier ordre

1.1 Equation homogéne & coefficients constants :

(E) ay +by=0
olaceRetbeR

Propriété1:
Soit I’équation différentielle homogéne de la forme : (E) ay’ + by =0 ol a et b sont des
réels données.

b
——t
Les solutions sont les fonctions f définies sur R par : f(t) = Ce a ou C est un réel
quelconque.
Exemple1:

2
—t
Pour (E) 5y — 2y = 0, les solutions sont les fonctions définies par f(t) = Ced , ou

CeR.

Exercice 1: Résoudre les équations suivantes :

(a) ¥y +7y=0 (c) ¥ =5y
(b) 4y +3y =0 (d) v = -3y

1.2 Equation non homogéne i coefficients constants :

(E) ay +by =c(t)

ol a € R, b € R et ¢ une fonction définie sur un intervalle I.

Définition 1 :

I On appelle solution particulier (E) , une solution définie sur I de 1’équation (E)

Exemple 2:

I Pour (E) y +y = 3e*, la fonction définie par fo(t) = e est une solution particuliére de
(E).
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Exercice 2: Pour les différentes équations, montrer que la fonction fy donnée est une solution
particuliére de (F).

(a) ¥ — 3y =6 avec fo(t) = —2 (c) 3y —2y =t avec fo(t) = _§t — Z

(b) 2y +y=t*+4t —1avec fo(t)=t>—1 | (d) ¥ +y=ec"avec fo(t) = (t +2)e*

Propriété 2:

I Les solutions de I’équation non homogéne s’obtiennent en ajoutant a une solution parti-
culiére les solutions générales de I’équation homogene.

Exemple 3 :
Pour (F)

Y +y = 3¢, on a pour solution particuliére la fonction définie par fo(t) = €.
De plus les solutions de 1’équation homogénes (Ey) vy +y = 0 sont les fonctions définie
par f(t) = Ce™" avec C' € R.

Donc les solutions de I'équation (E) sont les fonctions définies par f(t) = Ce™t + €%, ou
C décrit R.

Exercice 3: On considére 'équation (F) suivante :

(E) ¢ —4y=—4x -3
1. Résoudre I'équation homogeéne :
(En) ¢ —4y=0
2. Montrer que la fonction fy définie sur R par fo(x) = x + 1 est une solution particuliére
de (E).

3. En déduire 'ensemble solution de (E).

1.3 Conditions initiales

(E) ay +by =c(t)

ol a € R, b € R et ¢ une fonction définie sur un intervalle I.

Propriété 3:
Soient ¢ € I, et yy € R.

Il existe une unique solution f de E vérifiant la condition initiale f(zq) = yo

Exemple 4 :

Pour (E)
C décrit R.

Y +y = 3%, les solutions sont les fonctions définies par f(t) = Ce™" +e*, ou

L’unique solution g vérifiant la condition ¢g(0) = 3 est la fonction définie par
g(t) =27t + 2.
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Exercice4: On considére I’équation (F) suivante :

(E) 2 —y=—2*+4

1. Résoudre I'équation homogéne :(Fy) 2y —y =10

2. Montrer que la fonction fy définie sur R par fo(z) = (z +2)? est une solution particuliére
de (E).

3. En déduire l'ensemble solution de (E).

4. Déterminer la solution g de E' vérifiant la condition initiale g(0) = 5.

2 Second ordre

2.1 Equation homogéne & coefficients constants :

(Ey) ay’ +by +cy=0

ontaeR" . beRetceR

Propriété 4 :

On appelle équation caractéristique associée a (Ey) 'équation de la variable x suivante :

On note A = b* — 4ac. La résolution de 1'équation (Ey) est donnée par :

ar’ +bxr+c=0

Si A > 0, alors 'équation caractéristique admet deux solutions données par :
—b+ VA —b— VA . . .
=5 et xy = — Les solutions de I’équation (Ep) sont les fonctions

a a
f définies sur R par :

Z1

f(£) = Ae* + Bev!

ol A et B sont des réels quelconques.

Si A = 0, alors I'équation caractéristique admet une seule solution, donnée par :

Ty = ;—a. Les solutions de I’équation (Ey) sont les fonctions f définies sur R par :

£(t) = (At + B)e™
ol A et B sont des réels quelconques.
Si A < 0, alors ’équation caractéristique admet deux solutions complexes conju-

—b+ivV—A —b—ivV/—A

guées données par: zy = ——— et zp = —————— On note alors z; = a+if.

a a
Les solutions de I’équation (Epy) sont les fonctions f définies sur R par :

f(t) = (Acos(Bt) + Bsin(Bt)) e

ol A et B sont des réels quelconques.

sebjaumaths.free.fr page 3 Lycée Jean Rostand



Chapitre II Equations différentielles BTS MV 2

Exemple 5:

1. Pour (E) y” —1vy' — 6y =0, les solutions sont les fonctions définies par :
f(t) = Ae* + Be ™, ot Ac Ret BeR.

2. Pour (E) y" — 4y + 4y = 0, les solutions sont les fonctions définies par :
f(t) = (At + B)e*, ot A€ Ret B €R.

3. Pour (E) y” — 4y + 13y = 0, les solutions sont les fonctions définies par :
f(t) = (Acos(3t) + Bsin(3t)) e*, ot A € R et B € R.

Exercice 5: Résoudre les équations suivantes :

(a) 3y" —y —2y=0 (¢) ¥ +2y+2y=0
(b) 99" +6y' +y=0 (d) y"+16y =0

2.2 Equation non homogéne & coefficients constants :

(E) ay” + by +cy=u(t)

ot a € R*, b € R ,c € R et u une fonction définie sur un intervalle I.

Définition 2:

I On appelle solution particulier (E) , une solution définie sur I de I'équation (E)

Exemple 6 :

I Pour (E) y" — 2y + 3y = 6e*, la fonction définie par fo(t) = 2" est une solution
particuliére de (F).

Exercice 6: Pour les différentes équations, montrer que la fonction fy donnée est une solution
particuliére de (E).

(a) ¥ + vy — 5y =10 avec fo(t) = —2 (¢) " — 2y = 2t> + 6 avec fo(t) = —t* — 4
(d) '+ + 3y =9te™" avec
(b) 2y" + 3y +y =t avec fo(t)=t—3 fo(t) =Bt +1)e!
Propriété 5:

I Les solutions de I’équation non homogéne s’obtiennent en ajoutant & une solution parti-
culiere les solutions générales de I’équation homogene.

Exemple 7 :

Pour (E) 3" + 4y + 4y = 9¢', on a pour solution particuliére la fonction définie par
fo(t) = €'. De plus les solutions de I’équation homogénes (Ey) y” + 4y +4y = 0 sont les
fonctions définie par f(t) = (At + B)e %, avec A€ Ret BER.

Donc les solutions de I’équation (E) sont les fonctions définies par f(t) = (At+B)e 2 +¢,
ot AeRet BER.
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Exercice 7: On considére I’équation (F) suivante :
(E) y"+3y +2y=12x+4
1. Résoudre I’équation homogéne :
(Eu) ¥ +3y'+2y=0

2. Montrer que la fonction fy définie sur R par fo(z) = 6x — 7 est une solution particuliére
de (E).

3. En déduire 'ensemble solution de (E).

2.3 Conditions initiales

(E) ay” + by +cy=u(t)

o a € R beR ,ceR et uune fonction définie sur un intervalle 7.

- Propriété6:
Soient xg € I, yp € R et y; € R.
Il existe une unique solution f de E vérifiant les conditions initiales f(zo) = yo et

f'(zo) =1

Exemple 8 :

Pour (E) " + 4y’ + 4y = 9¢’, les solutions sont les fonctions définies par :

f(t) = (At + B)e ™ + ¢!, ou A et B décrivent R.

L’unique solution g vérifiant la condition g(0) = 3 et ¢’(0) = 0 est la fonction définie par :
g(t) = (3t +2)e 2 + €.

Exercice8: On considére I’équation (F) suivante :
(E) 2y -5y —3y=4e " +6
1. Résoudre I'équation homogéne :(Ey) 2y" — 5y —3y =0

2. Montrer que la fonction fy définie sur R par fy(t) = e — 2 est une solution particuliére
de (E).

3. En déduire 'ensemble solution de (E).

1
4. Déterminer la solution g de E vérifiant les conditions initiales g(0) = 3 et ¢'(0) = —.
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